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Über algebraisch-logarithmische Integrale von 
Systemen algebraischer Differentialgleichungen.”) 


Einleitung. 
Bedeutet z eine durch eine algebraische Gleichung 
definierte, algebraische Funktion der unabhängigen Variabelen 


x, so kann man stets durch Differentiation eine Differential- 
gleichung von der Form herleiten 
m— 2 


d"z EN. A; BR 
ss ger a a rt Inz=Y, 
worin F;, Fa, -:: Fn, y irreduktible algebraische Funktionen 
von x bedeuten, welcher jene algebraische Funktion z als 


Integral genügt. Dasselbe gilt auch für den Ausdruck 


(c) 2 =. 4100079) 
oder die Summe von solchen Logarıthmen 
(d) —=Alogvy +4%logwy-+ + Alogw, 


worin die 4-Grössen vorläufig Constanten und die v-Grössen 
algebraische Funktionen von x sind. 

Anders die umgekehrte Frage. Da schon die einfachsten 
Beispiele lehren, dass eine Differentialgleichung der obigen 
Form nicht immer ein algebraisches oder logarithmisches 
Integral besitzt, so entsteht die Frage: Wann hat eine solche 
Differentialgleichung ein algebraisches oder ein logarithmisches 


*) Zwischen der Einreichung der Arbeit an die Fakultät (Ende 
Juli 1890) und dem Druck derselben sind infolge verschiedener Um- 
stände über anderthalb Jahre verflossen. 

**) In diesem Falle muss Y,, = 0 sein. 


re 


Integral, und welche Formen müssen dann die Integrale 
besitzen? 

So allgemein konnte die Frage bis jetzt nicht gelöst 
werden, und man fing daher an, die Frage unter gewissen 
für die Differentialgleichung gemachten Voraussetzungen anzu- 
greifen. Es handelte sich jetzt darum, passende Annahmen 
machen, um noch möglichst allgemeine Resultate zu erhalten. 

Indem er die Differentialgleichung gleichsam in zwei 
Teile teilte und über die gleich Null gesetzte linke Seite der 
Differentialgleichung, d. h. über die zugehörige reducierte 
Differentialgleichung einerseits, und andererseits über die alge- 
braische Funktion y auf der rechten Seite Voraussetzungen 
machte, konnte Herr Prof. Koenigsberger eine heihe sehr 
wichtiger Sätze herleiten, die er in seinem Buche „Allgemeine 
Untersuchungen aus der Theorie der Differentialgleichungen“ 
Leipzig 1882, ferner in zwei Abhandlungen im Orelle’'schen 
Journal Bd. 94 und Bd. 99 und endlich in seinem neuesten 
Werke „Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen mit 
einer unabhängigen Variabelen“ Leipzig 1889 bekannt machte. 

Die beiden dort eingeführten Bedingungen sind: 

1. Die zugehörige reducierte Differentialgleichung habe 
kein Integral der gerade betrachteten Art, also kein algebraisches 
resp. kein logarithmisches Integral. 

2. Die algebraische Funktion y auf der rechten Seite der 
Differentialgleichung, welche wir durch eine algebraische, mil 
Adjungierung von Y,, Fs, :-- Fm irreduktible Gleichung de- 
finiert denken wollen 


e)Dy)=y + plR Fi, Fo: Im) PH Pe, Pr, Pop. Yon) Ye? 
+... + 9(&, 7, Fo :-- Yn)=0, 
und zu deren sämtlichen Werten wir daher durch geschlossene 
Umläufe der unabhängigen Variabelen x gelangen können, habe 
die Eigenschaft, dass sie bei einem geschlossenen Umlauf des &, 
für welchen die Funktionen Y,, Fa,-- - Ym unverändert bleiben, 
in ein Multiplum ihres ursprünglichen Wertes übergehe — oder 
anders ausgedrückt, dass zwischen zwei Lösungen y, und Ys 


der Gleichung 
D(y)—0 


die Relation 

Us, 
(&) sn 
besteht, wo r eine rationale Funktion von &, Y,, Fa, --- Ym be- 
deute. Dann muss, wie Herr Prof. Koenigsberger*) gezeigt 
hat, r eine Constante und zwar eine u‘® Einheitswurzel sein 
und die obige Definitionsgleichung (e) die Form haben 


(Sy 32, (z, F; F5,- 2 SUR +2, (k, I; un: . Vo 
ar il, Im f3,...Im)=0, 
oder wenn 


(h) y—=Y 


gesetzt wird, 


Dora NV RT... Pay? 
++, F, Pr): m) 0: 


D. h. die ursprüngliche Definitionsgleichung lässt sich dar- 
stellen als eine algebraische Gleichung niederen Grades, deren 
Variabele eine Potenz der ursprünglichen Variabelen ist. 

Die eben gedachte Voraussetzung ist z. B. mit noch 
weiterer Spezialisierung bei allen binomischen Gleichungen 
erfüllt, ist also erfüllt, wenn die rechte Seite der Differential- 
gleichung eine reine Irrationalität ist. 

Unter diesen Voraussetzungen wird nun — und das ist 
kurz das leitende Prinzip in der Untersuchung — ein Integral 
der oben bezeichneten Art, also ein algebraisches oder loga- 
rithmisches Integral angenommen, und aus der hypothetischen 
Existenz eines solchen Integrals werden dann Folgerungen 
gezogen, die sowohl Existenzbedingungen als auch formale 
Bestimmungen der Integralfunktion abgeben. 

Bei der Frage nach der Existenz eines Integrals von 
der Form 


(oz — > 4;1logv;—= A, logv, + 4 log vy-+---+ 4,10g v, 
. 
ergaben sich merkwürdige Relationen zwischen der Anzahl o 
*) Koenigsberger, Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie der 


Differentialgleichungen S. 192, 206. Crelle’s Journal Bd. 94 S. 291. 
L 


I 


der im Integral enthaltenen Logarithmen und der Grösse u, 
welche in dem Grade der die rechte Seite definierenden alge- 
braischen Gleichung vorkommt. 

Diese Untersuchungen sollen in der vorliegenden Arbeit 
auf gewisse Differentialgleichungssysteme übertragen und für 
einige weitere Fälle durchgeführt werden, um (wenn möglich) 
die hierbei stattfindende Gesetzmässigkeit zu erkennen. Im 
Anschluss daran sollen dann noch einige Fälle behandelt 
werden, in denen die Coefficienten der Logarithmen des Inte- 
grals nicht mehr der Beschränkung unterliegen, Constanten 
zu sein, sondern algebraische Funktionen bedeuten. Es wird 
sich zeigen, welche Formen dann die Coefficienten sowie die 
Logarithmanden besitzen müssen. 

Die ganze Untersuchung beruht im wesentlichen auf 
zwei »Dätzen, von denen der erste, welcher für die Theorie 
der algebraischen Differentialgleichungen von grundlegender. 
Bedeutung ist, von Abel herrührt, während der zweite höchst 
merkwürdige Satz mit Hülfe des soeben erwähnten Abel’schen 
Satzes von Herrn Prof. Koenigsberger gefunden wurde. Beide 
Sätze mögen wegen ihrer Bedeutung für das Folgende hier 
kurz angeführt werden. 


Der Abel’sche Satz:) 


Für jede beliebige Reihe von algebraischen Funktionen, de- 
finiert durch irreduktible algebraische Gleichungen, giebt es stets 
eine andre algebraische Funktion t, durch welche sich jene 
ersten algebraischen Funktionen mit Hülfe rationaler Funktionen 
der Coefficienten ihrer Definitionsgleichungen rational ausdrücken 
lassen; die algebraische Funktion t ist definiert durch eine irre- 
duktible algebraische Gleichung, deren Coefficienten sich rational 
aus denen jener ersten algebraischen Gleichungen zusammen- 
setzen. (Vgl. den Satz über gleichverzweigte Funktionen in 
der Funktionentheorie.)**) 


Der Koenigsberger’sche Satz: 


*) Abel, Deuvres completes, nouvelle Edition,tome premier page 546. 
*#*) Koenigsberger, Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie der 
Difterentialgleichungen $. 181, Anmerkung. 


THE 


Bedeutet y eine algebraische Funktion der unabhängigen 
Fariabelen x, definiert durch die algebraische Gleichung 


"th Po.. Fa) HR Fa. I, 2) rt 
fm (Fir Far. Ir, ee 


welche mit Adjungierung der irreduktiblen algebraischen Funk- 
tionen F,, Fa, ::. In selbst irreduktibel ist, so kann man durch 
solche geschlossenen Umläufe des & zu allen Werten der Funktion 
j gelangen, welche die Coefficienten nicht ändern Dan 


Algebraische Integrale. 


Es sei das lineare, nicht homogene Differentialgleichungs- 
system 


dz a : | 
Fe Y 1929 | | Konz Yı 


(1) 


dz, r 
a SEE nut Un 


vorgelegt, worin x die unabhängige Variabele und z2,, 2,,...2n 
die abhängigen Variabelen sind. Die Grössen Y, ,, Yıs,-:- Fan, 
Yı, Ya,» Yn bedeuten algebraische, und wie wir ohne Ein- 
schränkung der Allgemeinheit annehmen können, irreduktible 
Funktionen von x. Es besitze (1) ein Integralsystem, von 
welchem ein Element z, eine algebraische Funktion ist, welche 
wir als die Lösung einer algebraischen, mit Adjungierung 
der Coefficienten von (1) irreduktiblen Gleichung 


(2) ad CE RE REN Ra Peer 1019 1 are 
+ 0 P1,2 82 Ian) Yen 9) 0 
betrachten. 


*) Koenigsberger, Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie 
der Differentialgleichungen S. 180 u. 181. 


Br rn 
Bilden wir nun aus (2) die (n—1) ersten Ableitungen 


der Funktion z,, so ergeben sich für 


HE TÜREN 
A, en: -- 
da’ dx dar! 


Ausdrücke von der Form | 


(3). var tinzi + +, 


worin die d-Grössen rationale Funktionen von &, F,1,.:.Fan; 
Dr n.sind) 

Differentiieren wir die erste Gleichung des Systems (1) 
(n—1)mal nach einander, und ersetzen wir jedesmal die höheren 
Ableitungen von 2, durch ihre Ausdrücke von der Form (3) 
und ebenso die ersten Differentialquotienten von 25, 2,,... 2 
durch ihre Werte, wie sie in den (n —1) übrigen Gleichungen 
des Systems (1) angegeben sind, so ergiebt sich als Resultat 
der Rechnung 


9m zit ZRH NV =, - RW 
+ X, Zn 

99 29,9 2? +99 = RW, +2,92 
(9 a0 
pda 22 Ho Ver 

\ or A,rD 23 ee ae uellare 
worin die p- und X-Grössen sich rational aus den Coeffi- 
cienten des Systems (1) zusammensetzen, also rationale Funk- 
tionen von 2 Fri,2.. Yan, %ı,. 4m Sind. Fasserwes 
als ein simultanes System algebraischer Gleichungen auf, 
welches in den als die Unbekannten betrachteten (n—1) Grössen 
29, 29, +. 2» linear ist, so können wir im allgemeinen 2,, 
23,3... 2%, aus (4) berechnen, und zwar ergeben sich dieselben 
als rationale Funktionen von z,, in welche die g- und X- 
Grössen, d. h. rationale Funktionen von x und den Üoeffi- 
cienten in (1) eintreten. 


Ist also ein Element z, eines Integralsystems eine alge- 
braische Funktion, so lassen sich im allgemeinen die ergänzen- 
den Elemente des simultanen Integralsystems rational durch eben 


A RR 


diese Funktion ausdrücken, sind also im allgemeinen auch alge- 
braische Funktionen). 
Seien nun 
ZN RER 

die n Elemente eines algebraischen, simultanen Integral- 
systems des Systems (1), definiert durch n algebraische Glei- 
chungen, die mit Adjungierung der Üoefficienten des Systems (1) 
irreduktibel sind. Nach dem Abel’schen Satze**) lassen sich 
diese algebraischen Funktionen mit Hülfe rationaler Funk- 
tionen der ÜCoefficienten ihrer Definitionsgleichungen rational 
durch eine andre algebraische Funktion /, ausdrücken, welch’ 
letztere selbst Lösung einer irreduktiblen algebraischen Glei- 
chung ist, deren Coefficienten sich rational aus &, Y,1,---Yan, 
Yı3 +» Yn Zusammensetzen 


u 6 ne 


(8) l — 0) 


Lassen wir jetzt die unabhängige Variabele x solche ge- 
schlossenen Umläufe machen, dass die /,-Funktion in ihre 
sämtlichen Werte übergeht, während die Coefficienten F/, 1 ,..- Fan, 
Yyy++:Yn ungeändert bleiben*"*), so werden die aus (5) folgen- 
den Zusammenstellungen wieder simultane Integralsysteme 
für (1) sein. Sei eine solche Zusammenstellung 


f EA r 
Zıy, 79 «+ Zn, 


so folst für die erste der Gleichungen (1) 


dz ! [4 4 
Fr =! + ++ Fırza + Yı 


dz 
Is Fu ats at Fan tt Yı 


da, — 2, eh, | f j 
ar Ya 2) Kuala — 2) + eh 2 — 2). 


*) Koenigsberger, Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen 
S. 178 ff. 
**) 8.9.4 
#%**) Vgl. den Koenigsberger’schen Satz S. 4. 


Re 


Bilden wir die entsprechenden anderen Gleichungen, so er- 
halten wir das zu (1) zugehörige reducierte Differential- 
gleichungssystem, für welches 


r [4 


a FE 
ein simultanes Integralsystem bilden. 

Machen wir nun die oben S. 2 erwähnte Annahme, dass 
das reducierte System überhaupt keine algebraischen Inte- 
grale, oder nur solche Integrale besitzt, die sich rational aus 
%, Y415:--- Fan zusammensetzen, so kann in beiden Fällen 
leicht erkannt werden, dass 2,, 25,... =„ rationale Funktionen 
von x und den Coefficienten des Systems (1) sein müssen. 
Denn im ersten Falle müsste 2, — 2, =0, also z2’=z, 
sein, d. h. z, ändert sich für alle x-Umläufe nicht, die 4, in 
seine verschiedenen Werte überführen, muss also rational in 
den Coefficienten der /,-Gleichung, d. h. weiter rational in 
%, 9 13=- - Fans Yyarn Yun »Seln. “Im zweiten Fallesw zz 


21: TmRz I r(&, Yu: -- Kon 
wo r eine rationale Funktion bedeutet. Aus (2) folgt dann 
2 2 an 
2 HA Der 


dv, 27 +. Fu =0, 
d. h. z, genügt einer algebraischen Gleichung (A — 1)! Gra- 
des, während doch die irreduktible Definitionsgleichung für 
z;, vom A'" Grade war. 
Unter der gemachten Annahme muss also z, eine ratio- 
nale Funktion sein. Dasselbe gilt dann auch für z,,...%, 
(vgl. S. 6). 
Nachdem wir den Charakter der Integralfunktion z, 
kennen gelernt haben, wollen wir jetzt ihre Form zu be- 
stimmen suchen. | 


Es sei y eine algebraische Funktion von x, definiert 


durch eine mit Adjungierung von Y,,,-.. Fan irreduktible 
binomische Gleichung 
(6) v=f(«, Das Fan) 


deren sämtliche Lösungen 


RER 


N a ER 
sein mögen, wo & eine n' Binheitswurzel ist. Und nun 
machen wir folgende Annahme (vgl. die zweite der oben ge- 
machten Annahmen). Die von den abhängigen Variabelen 


freien Irrationalitäten ya \|e =1,2,...n] in dem System (1) 

mögen die Form haben 

(7) Ya Tal, 

wo r„ eine rationale Funktion von &, Yı,-:-: Fan bedeutet. 
Da sämtliche Integralelemente z,, 2,,...„ rationale 


Funktionen von x und den Coefficienten des Systems (1) 
sind, so lässt sich z. B. z,, wenn gerade dieses Element 
herausgegriffen wird, auf folgenden nach y geordneten Aus- 
druck bringen 


red lie Bm 9 Parve Fan)y + © 
_ D9.—1 & Im Su Be Un 


wo die @-Grössen rational aus x, F,,,--. Inn Zusammen- 
gesetzt sind. 

Lassen wir nun x einen solchen geschlossenen Umlauf 
machen, dass y in ey übergeht, während Y,,,... P,„ unver- 
ändert bleiben, und nennen wir denjenigen z,-Wert, der aus 
z, durch die Substitution Ei hervorgeht, &,, so nimmt die 


erste Gleichung in (1) die Form an 
SB; : 
FE =Pıı tea tt Furt erv; 
woraus folgt, dass 
(9) Ze mE 


ein algebraisches Integralelement des zu (1) zugehörigen redu- 
cierten Differentialgleichungssystems ist, welches sich aber 
wegen der für das letztere gemachten Annahme als eine ratio- 
nale Funktion X von x und F,,,... F„„ darstellen lassen muss 


4m, - le) re) +e—)PYy°t 
A IR ae EC a ER 
Da aber die irreduktible y-Gleichung (6) vom n‘®” Grade war, 


so muss die letzte Gleichung identisch bestehen; daraus folgt 
durch Coefficientenvergleichung 


I 
10) A-—)M-X% 9-0, —=0,...mi1—0, 


und somit lautet das obige Integralelement 


(11) 1=mTtpıVY- 
9, ist, wie aus 
de) =X 


hervorgeht, ein partikuläres Integralelement des redueierten 
Systems und kann durch ein anderes partikuläres Integral- 
element desselben ersetzt werden, sodass @,y für sich allein 
schon ein Integralelement von (1) ist. Das Gleiche lässt sich 
in gleicher Weise von den ergänzenden Elementen zeigen. 

Wir finden: 

Lassen sich die von den abhängigen Variabelen freien Irra- 
tionalitäten ya in der obigen Form durch die Grösse y aus- 
drücken, so lässt sich unter der für das reducierte System 
gemachten Annahme jedes algebraische Integralelement des 
Systems (1), von einem additiven Multiplum eines partikulären 
Integralelementes der reducierten Differentialgleichungen abge- 
sehen, darstellen als ein Produkt jener Irrationalität y und einer 
rationalen Funktion von x und F1,-:-- Fan- 

Wenn statt des Systems (1) eine lineare nicht homogene 
Differentialgleichung m'®* Ordnung vorgelegt ist 


a” 2 


d gg 


ee dz 3 
ar I arel rar Yen 
so lässt sich unter gleichen Annahmen auf dieselbe Weise 


zeigen, dass sich jedes algebraische Integral in die Form 


z apMerhweer.Dler,... 
setzen lässt. Es gilt also derselbe Satz. 
Beispiele: 
1: TEEN 


hat das Integral 


das rationale Integral 


RN NE Ra 
z =cC% 


hat, so lautet das allgemeine Integral der ersten Differential- 
gleichung 


z=ce+naxye. 
EI NN 
2. — +—- =ay& 
hat, da die reducierte Differentialgleichung durch 
z=ca 


erfüllt wird, das allgemeine Integral 


dz I 3 

3 eat Ve 
d2 _ 
d& . 


wird erfüllt durch 


a 
| Bar 
; a 
damsı, 1 


die rationalen Integrale besitzt 


ER R eur 
zu, 1 =2%. 


Der obige Satz lässt sich leicht noch etwas verallgemeinern. 
Seien die Irrationalitäten y. wieder wie oben durch eine 
Funktion y ausgedrückt, unterliege diese aber nicht mehr 
der Beschränkung, Lösung einer binomischen Gleichung zu 
sein, vielmehr möge y die etwas allgemeinere Bedingung er- 
füllen, dass zwischen zwei Werten von y die Beziehung 
besteht 


(12) VW SU, 


wo s eine rationale Funktion von x, Y,1,--- Ynn Ist. Dann 


RE 


muss s eine uw‘ Einheitswurzel &.sein (s. S. 3), und die De- 
finitionsgleichung für y die Form haben Fa (8) 8. 3) 


(13) EI 
+ H1@, Paare: Fan) Yo (®, Y 1: Fan) =0, 
wo die & rationale Funktionen der in Klammer stehenden 


Grössen bedeuten. Mit Hülfe dieser Gleichung lässt sich 
jedes Integralelement, also z. B. z, in die Form setzen 


14) 23= 9a, Pr, Fan) + Pilz, Fırz-- Fand 
+9 &, Vin Fan)y' Hl u 
Lassen wir jetzt wieder x einen geschlossenen Umlauf 

machen, dass y in ein Multiplum des früheren Wertes, also 

in &y übergeht, während P,,,... F„„ ungeändert bleiben, so 
ist wieder mit Beibehaltung der früheren Bezeichnungsweise 
Zeh ne 

ein algebraisches Integralelement des reducierten Differential- 

gleichungssystems, das sich der früheren Annahme nach ratio- 

nal durch &, Y 5--- Fan ausdrücken lassen muss 


(15) =. —:3,=(1-8)9+ (?—E)Yey?+ (e—E)yay°+ 

er (SE &) Pay (&, Vıry:-- Fan). 
Fassen wir aber (15) als eine algebraische Gleichung in y 
auf, so hat dieselbe mit der irreduktiblen Gleichung (13), 


die vom Grade du war, eine Lösung gemein, und folglich 
muss (5) identisch bestehen. Daraus folgt zunächst 


de) =LX, 
und ferner muss 
(x, «> N 
sein, wenn nicht & —&e=0 oder e=!=0 ist. Die letzte 
Bedingung ist für = ou -+ 1 erfüllt, wo o eine ganze Zahl 
bedeutet. Somit müssen in (15) alle g-Funktionen mit Aus- 
nahme von 
Por Putt, Paul, +» Po—ı)url 
verschwinden, und folglich nimmt das Integralelement 2, 
jetzt die Form an 


— 2 — 


= MT 9Y + Pırı yet et Po—1)u+t year 
oder 


16) z1=mH+tY | P+ Yurıy" + Pont yemae 


Aus demselben Grunde wie oben ist @, ein partikuläres 
Integralelement eines Integralsystems des reducierten Systems 
und kann durch irgend ein constantes Multiplum eines ratio- 
nalen partikulären Integralelementes des letzteren ersetzt 
werden, so dass der übrige Teil für sich allein ein Integral- 
element des Systems (1) ist. 

Sehen wir von 9, ab, so lässt sich unter den oben ge- 
machten Annahmen jedes algebraische Integralelement z, in die 
Form setzen 


Al | PX, 2 124 1) + 94 y" ++ Pay vert: 


d. h. z, teilt mit y die Eigenschaft, für einen Umlauf des x, 
der y verändert, dagegen F,,,-- : Inn intakt lässt, in ein Multi- 
plum und zwar auch in das &-fache seines früheren Wertes 
zurückzugehen. 


Logarithmische Integrale. 


Es sei das lineare nicht homogene Differentialgleichungs- 
system vorgelegt N 


da, 


ELTERN Yııa ter: Fan t Yı 
d2; 

1) a a a Fear An zer Vo 
den 


15 Fuzır Y223 +°:: + Fan2zn-t Y 


mit der unabhängigen Variabelen x und den n abhängigen 
Neriabelen2,,.2.; ..22%.2 Die Grössen PR 2. Kon, Yı- 9m 
seien irreduktible algebraische Funktionen von x. Es habe 
ein Element z, eines Integralsystems die Form 


2) 3 =urAlbgyn 4% lg ww :::+4 108%, 


worin die A-Grössen Constanten und u, v,,...v, Lösungen 


Be 


algebraischer Gleichungen in x bedeuten, welche mit Ad- 
jungierung der Coefficienten F,,,--. Yan, Yı,---Yn des Systems 
(1) irreduktibel sind. Dann werden sich im allgemeinen die 
ergänzenden Elemente dieses Integralsystems linear durch 
eben diese Logarıthmen ausdrücken lassen, und es lässt sich 
ferner mit Hülfe des oben angeführten Abel’schen Natzes 
zeigen, dass dann auch noch ein anderes Integralelement von 
der Form | 

80) &:=U+Blg rn, +3 log +: +2 log W 
existiert, worin die Grössen U, V,,...V, algebraisch ratio- 
nale Funktionen von &, F,1,-:- Fan, Yı,-: - Yn sind, während 
die B-Grössen wieder Constanten. bedeuten *). 

Um Bedingungen zu ermitteln, wann ein solches loga- 
rithmisches Integral für (1) existiert, machen wir folgende 
Annahmen: 

eDaszu (1) zugehörige reducierte Differentialgleichungs- 
system habe keine logarithmischen Integrale. 

2. Die Irrationalitäten y,,.. . Yn lassen sich sämtlich durch 
eine andre Grösse y rational ausdrücken 


Yarzala 
wo r. eine rationale Funktion von x und Y,1,: -: nn bedeutet, 
während y die Lösung einer mit Adjungierung von F,1,--- Fan 
irreduktiblen Gleichung ist von der Eigenschaft, dass zwischen 
zwei Werten von y die Beziehung besteht 

Y Ss Urs 
wo s wieder eine rationale Funktion von %, Y4ı,--- Fan ist; 
dieselbe muss dann eine w® Einheitswurzel e sein, und die Defi- 
nitionsgleichung für y die Form (g) 8.3 haben (s. 8.2 u. 8. 8). 

Wir untersuchen jetzt nach einander die Fälle, in denen 

o=1,2,3,4 ist. 


e—1. 


Es sei das System (1) vorgelegt, und es möge ein Ele- 
ment eines Integralsystems die Form 


*) Koenigsberger, Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen 
S. 300. 


Bun 


(4) z—A log 
haben, worin A, eine Constante und v, die Lösung einer mit 
Adjungierung von &, F1;--- Yan irreduktiblen algebraischen 


Gleichung ist. Dann werden sich im allgemeinen die ergänzen- 
den Elemente dieses Integralsystems durch eben diese Grösse 
log v, ausdrücken lassen, und wir dürfen ferner nach dem 
Obigen v, als eine algebraisch rationale Funktion von x und 
den Ooefficienten in (1) betrachten. Mit Benutzung der zweiten 
Annahme lässt sich v, in die Form setzen 


(5) y— Pla, Pr. - Fan) + Pla, Firm Fan)yt ir. 
mp (®, Pin Boni 2) 

Lassen wir nun die Variabele x solche geschlossenen Um- 

läufe machen, welche y in &y überführen, während die Üoeffi- 

eienten 1 ,--- /n„ intakt bleiben, so ist leicht zu erkennen, dass 

(6) ZI = 4, log v,® 

. mit den entsprechenden Werten der andern z-Grössen die 


Gleichung 


da, ® 
= N, at reH +: n) + EYı 


erfüllt, wobei die mit dem oberen Index ® versehenen Grössen 
aus den entsprechenden Grössen ohne Index hervorgehen, 


wenn auf letztere die Substitution (2 H angewendet wird. 


8 

da” 1 1 

Er —= 2309 + I: 3a" + taz EYı 
dz, 


Fe =/ı2% - Mn: 29 +..+ Pın nt Yı 


d (z,® —: 2) 


das, Ya 9—e2,)+ Fısla)-223)+ 4 Yınlan ern), 
oder wenn 
(7) Za — 82 bu 
gesetzt wird, 
de, W 


(8) et a) + I," -+ + Fu DD. 


*) Vgl. S. 12. 


Do, 


In gleicher Weise können wir aus (1) noch (n — 1) Gleichungen 
herleiten, welche mit (8) das zu (1) zugehörige reducierte 
System bilden. Das Resultat lässt sich dahin deuten, dass 
das reducierte System durch 


(Nez Merz Dez, er. zZ 
erfüllt wird. Beachten wir jetzt die für das letztere einge- 
führte Bedingung, wonach demselben keine logarithmischen 


Integrale zukommen dürfen, so müssen die &,-Grössen alge- 
braische Funktionen, ja sogar Constanten sein”). Also z. B. 


(10). 50 = 2,9 — 827 — A, (log. 2, — & logo) 0 


wo o, eine Constante bedeutet. Nun lautet aber ein bekannter 
Satz über Relationen zwischen Logarithmen: 
Besteht eine Beziehung von der Form 


11) Algyw+4lg,+--+4lgv,—=m, 


worin die Grössen v,, vg,...v, und & algebraische Funktionen 
und die 4-Grössen Constanten bedeuten, so muss zwischen 
den Coefficienten die Beziehung bestehen 


(12) kıd, sr kyAs ur es + kode, 
wobei k,, ky,...%k, ganze Zahlen bedeuten, und eine der- 


selben sicher von Null verschieden ist. 
Wenden wir diesen Satz auf (10) an, so ergiebt sich 


oder & -5, 


wo k, von Null verschieden ist, d. h. & ist eine rationale 
Zahl. Wenn aber die u“ primitive Einheitswurzel &, also 


A 
an RE 
1 = cos — + isin — 

V u Aa u | 

rational sein soll, so kann ga nur die Werte 1 oder 2 haben, 


und es muss e=-+ 1 sein. 
Das lineare nicht homogene Differentialgleichungssystem (1) 


*) Koenigsberger, Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen 
8..209. 


PESEE 


7 RZ + sh: Pn ZBE Ve‘ = |i, 


in welchem die von den abhängigen Variabelen freien Glieder 
Ya sich sämtlich in der obigen Weise durch eine einzige alge- 
braische Funktion y ausdrücken lassen, wobei y der Bedingung 
unterliegt, dass zwei ihrer Werte in der Beziehung y= ey 
stehen, kann, falls das zugehörige reducierte System keine loga- 
rithmischen Integrale besitzt, nur dann ein Inlegralsystem mit 
einem Elemente von der Form 


za Anlooı 


haben, wenn w=1 oder 2istundse=-.1. 

Der Fall v=1 ist schon durch die Annahme und die 
Schlussweise mit & angeschlossen. Ist in (g) 3.3 die Grösse 
ö=1, d.h. stehen sämtliche Lösungen der y-Gleichung in 
der angegebenen Beziehung, so ist y eine reine Irrationalität, 
definiert durch eine binomische Gleichung, die vom zweiten 
Grade sein muss. Ist dagegen y durch eine binomische Glei- 
chung, deren Grad den zweiten übersteigt, definiert, so kann 
das vorgelegte System kein Integralelement der obigen Form 
haben. (Vgl. Beispiel 3 8. 11.) 

Der obige Satz gilt selbstverständlich für eine lineare, 
nicht homogene Differentialgleichung m‘” Ordnung. (9. das 
zweite Beispiel.) 


dz 

I». dx er “1 
dz, Sch 
dx 22 


dz a 2 Zr a 
= a )arhkVe-l)atVs 
hat als Integralsystem 


z—=loga?yx 
EU 
: 
7 
23 a 
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s|- 
Ne 
SAESR 
YES 

| 
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10) 


ee NE 
mit dem Integral 
5 
z=log2’—loga?’: Ve. 


Bevor wir nun weiter diejenigen Fälle untersuchen, ın 
denen die Integralfunktion aus der Summe zweier, dreier etc. 
Logarithmen besiebt, schicken wir folgende Zwischenbetrach- 
tung voraus. 

Es sei wieder das Differentialgleichungssystem (1) vor- 
gelegt, und es habe ein Integralelement die Form 


14) ,=eAlgv, +4%lgw+:-:+4 log %, 


worin die v-Grössen Lösungen algebraischer Gleichungen ın 
% bedeuten, welche mit Adjungierung der Coefficienten des 
Systems (1) irreduktibel sind. Nach dem Satze S. 14 dürfen 
wir dann die v-Grössen als rationale Funktionen von x und 
den Ooefficienten des Systems (1) voraussetzen. Die 4-Grössen 
mögen Constanten sein. Fassen wir die erste der Gleichungen 
(1) auf, und lassen wir x solche geschlossenen Umläufe 
machen, welche y in ey überführen, — wo & eine u primitive 
Einheitswurzel ist — während die Coefficienten F, ,,... Fan un- 
geändert bleiben, so erfüllt aus denselben Gründen wie oben, 
wenn wir die frühere Bezeichnungsweise beibehalten, 


(15) 20 — A logvy®+ 4, log1,® + --: + 4,log v,® 
mit den entsprechenden Werten der übrigen z-Grössen die 
Gleichung 


Fe 


(16) = Nr. „20 + > + Fire ae 


Folglich muss 
(17) Kerl —sz 


ein Integralelement des reducierten Systems sein, und da 
diesem der gemachten Annahme nach kein logarithmisches 
Integral dieser Form zukommen soll, so muss der letzte Aus- 
druck gleich einer Constanten w, sein 


(18) Per) —Eer, —=A,(logv ®— elogv,) 
+ 4,(log 1, —e log v,) + +4,(log v9 — 2 logv,)—w,®. 


EA Ir ei 


Betrachten wir in diesem Ausdrucke die Grössen v,, vy,...v,—1, 
v®, v®,...v.® als algebraische Funktionen von v,, welch’ 
letztere selbst wir als die Variabele auffassen*), so können 
wir v, den Nullpunkt so oft umkreisen lassen, bis die ge- 
nannten Grössen zu ihren Ausgangswerten zurückkehren. Die 
Anzahl dieser Umkreisungen ist leicht zu bestimmen. Fassen 
wir z.B. v, und v,®, beide als Funktionen von v, betrachtet, 
auf. Beide mögen um v,=0 einen Cycelus aus m, Elementen 
besitzen. Nach m, oder k,m, Umläufen, wo %k, eine ganze 
Zahl bedeutet, kehren dann v, und v,® zu ihrem ursprüng- 
lichen Werte zurück. Ähnliches gilt für v, und »,® ete. Wird 
das Produkt aller derjenigen Zahlen, die die Anzahl der Ele- 
mente der Uyclen der genannten Funktionen angeben, mit ? 
bezeichnet, so ist P oder k- P eine passende Anzahl der be- 
absichtisten Umläufe. Bei diesen Umläufen erhalten wir 


A, [log vv” + K,2ri —elogv, —ek, 2mil 


(19) + 4 [log v® + K,2ni — slogv,— ck, 2i} 


24. log vr K, 28i — elogw — eh, 2mi) = uw», 
woraus mit Berücksichtigung der Gleichung (18) folgt 
(20) A (KH — ER) + A (,— Eh) ++ Ag (Ko — Ehe) = 0. 
Hierin bedeuten X.. und k.. ganze Zahlen, und es ist sicher 
k, eine von Null verschiedene Zahl. 

Die hergeleitete Relation könnte nun identisch bestehen, 
indem jede Klammer einzeln verschwände; dann aber müsste 
die «u primitive Einheitswurzel & rational und zwar gleich + 1 
sein und uw die Werte 1 oder 2 haben. Schliessen wir diese 
Werte aus — und wir sind hierzu berechtigt, da sonst die 
letzte Gleichung eine lineare homogene Relation der 4-Grössen 


mit rationalen Coeffieienten bedeuten würde, was andererseits 
wieder eine Reduktion der Anzahl der im Integralelement 


*) Wenn x zwischen den Definitionsgleichungen für v, und vg eli- 
miniert wird, so folgt v, als algebraische Funktion, von vo. Dasselbe 
für die anderen Grössen. 

3*+ 


On 


vorkommenden Logarithmen zur Folge haben würde*) — so 
sagt die letzte Gleichung aus: Es besteht zwischen den Coeffi- 
cienten der vorgelegten logarithmischen Integralbeziehung 
‚eine lineare homogene Relation, deren Coefficienten sich ratio- 
nal durch die u‘ Einheitswurzel e ausdrücken. 

Da in (20) noch sämtliche 4-Grössen enthalten sind, 
diese aber ihrem Wesen nach uns unbekannt sind, so können 
wir aus dieser Gleichung noch keine Schlüsse auf & und 
weiter dann auf u machen. Es kommt jetzt darauf an — 
und das ist wieder der einfache Grundgedanke für die. folgenden 
Betrachtungen — nach und nach die 4-Grössen zu eliminieren. 
Aus (20) folgt 


RK, — ek RK,— ek TE 
(2) m a 
wodurch (14) die Form annimmt 
a = | — K,—eh, \ 
2 Ay DE v, Ks dei 
K,—ek 
(22) +4, |log Ve R= = 108 2 
ER 
+, llog do — &, — ch, log 2 


Beachten wir jetzt, dass z, ein Integralelement des 
Systems (1) ist, und lassen wir nun & solche geschlossenen 
Umläufe machen, dass y in &y übergeht, während die übrigen 
Coefficienten ihre Werte nicht ändern, so erfüllt, wenn die 
durch die Substitution [2 K 4) hervorgerufenen Veränderungen 
durch den oberen Index ® bezeichnet werden, 


Ber 
or 4; |1og va — we logo,” 
$ 


K,— ek, 
(23) +4, | log v, 2 — Reh, log v,® 


ler ee gi (2) 
Sen [log »i on K,— eh, log v, 
© 


*) Abel’s ges. Werke 1. S. 559. 


a De 


— mit den ergänzenden Elementen dieses Integralsystems - — 
die Gleichung 

on a_y,o () dt 

(24) Tr hizı A a LE 
Hieraus folgt, dass 

(25) er — ez, 


ein Integralelement des reducierten Systems ist, und da dieses 
der gemachten Voraussetzung gemäss kein logarithmisches 
Integral dieser Form besitzt, so muss &® eine Konstante 
w® sein 


\ — ch : ; 
A 10 2 —e’logv, le, — &logv .) 
DER Eli 


| 
1 
+4 (log u erloer, — RE u (logry® 9 — g?log 8%.) | 


— . 
K —ek 
(2) c 0o—1 0—1 & 
+ 4-1 logo — &logvo-ı ar GB (logr, @—e?logv e) | = ww), 


p 


(26) 


Fassen wir in dieser Gleichung, genau so wie oben, die 


(Grössen 
ad, , dv, day... do-i 

als algebraische Funktionen von v, auf, so können wir v, so 
oft den Nullpunkt umkreisen lassen, bis jene genannten Funk- 
tionen ihren Ausgangswert wieder angenommen haben. Die 
Anzahl dieser Umkreisungen kann nach dem oben Gesagten 
jedes Multiplum des Produktes sein, gebildet aus der Ele- 
mentenanzahl der Uyclen, welche die einzelnen genannten 
Funktionen um v, = 0 besitzen. Sei dieses Produkt 0, und 
denken wir uns, wir hätten oben S. 19 bei Herleitung der 
Gleichung (19) nicht ?, sondern ?- O0 Umläufe gemacht, so 
werden diese Umläufe sowohl oben wie hier genügen, indem 
bei diesen Umläufen v,, %,-..vo, U, ...09, 9 @,...2. 
zu ihren Ausgangswerten zurückkommen. Lassen wir also 
in der letzten Gleichung v, diese Umläufe machen, so nimmt 
logo, um k,2mi zu, wo sicher k, eine ganze von Null ver- 
schiedene Zahl ist. Nennen wir den Zuwachs der einzelnen 


Funktionen 


(29) 


(29) 


a OR 288 
log v,,...10g.v,, log v,9, ... log v2, 
kı 2i,...Ko2mi, L, 2ri,... 1, 278, 
wo die Grössen Z,,..Z, ebenfalls ganze Zahlen und %,,...%s 


dieselben Zahlen sind, wie in der Gleichung (19), so folgt 


A, \log De log v, — E’ k, 2ri 


TE ‚(08 + L,28i — e’logv,—e? ko ei)! 


— 4,\log Dani — log, — ek Ari 


RK, — E £ 
Ex Be 1 (log I + 1,2ri— e?’log —k2mi)) 


ar 
40-1 |1og De — Lo-ı 2ri— &°’ log Den = ko >ri 


Ruiz —1 (2) . - 5 
nn (10 gv + 12m log —e’h2mi)) =uo, 


Subtrahieren wir die Gleichung (26) von (27), so folgt, 
wenn gleichzeitig durch 2x; dividiert wird, 


N K,— ek, 
Alh—ek— a (2, ®%,) 


\ 
Er Alle a Eee (en) 


(28) 


len [Zei — ko Er = = ar (F Er ke) —— 0, 
oder nach Multiplikation mit 4, — ei, 


AK, ko kA) Hal —Lk)e HD a 2)) 
Falk uR)EH(d: Lk) et (ae Ze) 


X Fe Ne EN ee 
Das erlangte Resultat stellt eine Gleichung für &e dar, in 
der schon — und darin liegt gerade die Bedeutung des Aus-. 


‘ druckes — ein Coeffieient A, der vorgelegten logarithmischen 


Beziehung fehlt. Durch ähnliche Betrachtungen wird es 


En OR 


möglich sein, nach einander auch die übrigen A-Grössen 
zu eliminieren, bis wir zuletzt als Resultat eine ganzzahlige 
Gleichung in & erhalten, aus der wir dann auf die Zahl u, 
zu der die primitive Einheitswurzel & gehört, schliessen können. 

Diese Aufgabe soll jetzt für den Fall o=2,3, 4, 
durchgeführt werden. 


@ — 2. 
Es sei wieder das System (1) vorgelegt 
dz 
3% ee SET DE 


d2. 
7 Frech Us 2a rt a rar % 


(30) 
d2, 5 
re n1 21 + V223, +: : + Par Un: 
und es setze sich ein Element eines Integralsystems — also 


im allgemeinen auch die ergänzenden Elemente dieses Systems 
— linear aus zwei Logarithmen zusammen, also 


(31) 2 = A logv, + 4 logo, 

so lautet die Relation (29) 

(32) A, (Ka — Ak) + (ka — Liks)e + (LK, —K,L,)) u 
oder, da A, eine von Null verschiedene Zahl ist, 

(33) (Ka — kık,)® + (k,Ls— Liks)e + (LK, — K,L,)=0. 
D. h. für den Fall o—=2 muss & einer quadratischen Glei- 
chung mit ganzzahligen Coefficienten genügen. Dieser Schluss 
ist nur dann hinfällig, wenn entweder der erste oder der 
dritte Posten Null wäre, indem sich dann für & eine lineare 
Gleichung ergäbe, woraus. e als rationale Zahl und zwar 
gleich + 1 gefolgert werden könnte. Dann aber sagte die 
Beziehung (20), die für o=2 lautet 

(34) A(K,— ek) + 4(K, — ek,)—=0, 

aus, dass zwischen den Coefficienten der Logarithmen des 
Integrals eine lineare homogene Relation mit ganzzahligen 


Coeffieienten stattfindet, was aus bekannten Gründen aus- 
geschlossen ist, da sonst eine Reduktion der Logarithmen 


ENDUNG 


im Integral möglich ist, und dieses dann aus einem einzigen 
Logarithmus bestehen würde, ein Fall, der oben erledigt wurde. 

Es muss also & einer quadratischen Gleichung mit ganz- 
zahligen Coefficienten genügen, und es fragt sich jetzt, welche 
Werte muss dann u haben? 

Eine einfache algebraische Betrachtung lehrt, dass u die 
Werte 3, 4, 6 haben muss. 

Wir finden den Satz: | 

Hat das lineare, nicht homogene Differentialgleichungssystem 

a a2 + Faa2s +4 Yanznt Ya; a=|i, 
in welchem die freien Glieder ya sich sämtlich in der obigen 
Weise durch eine andre algebraische Funktion y von der Eigen- 
schaft, dass zwischen zwei Werten desselben die Beziehung 
y== ey besteht, ausdrücken lassen, ein Integralelement, das sich 
— also im allgemeinen auch die ergänzenden Elemente — linear 
durch zwei Logariühmen zusammensetzt 


2, = A,logv, + A,logv,, 


so muss, falls dem reducierten System kein solches logarithmisches 
Integral zukommt, u die Werte 3, 4, 6 haben. 


o=2. 
Es habe jetzt ein Element eines simultanen Integral- 
systems des Systems (1) die Form 


(35) ,=4Alogv +4%logw+ 4,logv, 
so erfüllt, wenn wir die frühere Bezeichnungsweise beibehalten, 
(36) 2,9 = A, log v,® + A, log v0, + 4A, log v,® 
mit den entsprechenden Werten der ergänzenden Elemente, 
die sich im allgemeinen auch durch dieselben Logarithmen 
ausdrücken lassen, die Gleichung 

da, i 

— — Far Biss) Fan Zee 

Durch bekannte Schlussweise ergiebt sich dann die der 

Gleichung (20) 8. 19 entsprechende Gleichung | 
BT) AKH—Eh)tAlK,— Eh) + AK, — Eh)—=0, 
oder wenn zur Abkürzung 


a HR 


gesetzt wird, 
(39) Ad, + 40 + Aa, = 0, 
woraus folgt 

ID 
(40) none. 


Dann lässt sich das angenommene Integral (35) in die Form 
setzen 


(41)>27 = A,\log v, —_ log + 4,\1og v, — log | : 


Lassen wir jetzt x solche geschlossenen Umläufe machen, dass 
y in ey übergeht, während die übrigen Coefficienten P,,.-- Fan 
des Systems (1) ungeändert bleiben, so ergiebt sich die Glei- 
chung (29) 8.22, welche für den Fall o=3 lautet 


AK ks—k Ks) + (k,Ls—Lkz)e+(L,K,— K,L;)) 
Ag | (Koks Kg, )E’+H(kgL;— Loks) (LzK,— KzL;) | =0 


“| 


oder 
(43) Abs Im Ayba; = 07; 
indem für die Klammern der Kürze wegen b,, und b,, ge- 


setzt wird. 

Um nun aus dieser Gleichung, welcher die u‘ Einheits- 
wurzel &g genügen muss, Schlüsse für &e und u ziehen zu 
können, ist es nötig, die uns ihrem Charakter nach unbe- 
kannten Coefficienten 4.. herauszuschaffen. Zu dem Zwecke 
beachten wir, dass aus der letzten Gleichung 
(44) = —A 

23 
folgt, wodurch das Integralelement z, in (41) nunmehr die 
Form annimmt 


a 4,1 (log v, Sa log v,) = ar (1og Vy — n log o,)! 


23 
oder 


DaB 2A, |1og v = logv;, + ( 


— 10 als 


Ay bi; 
Az dy5 


Lassen wir nun x solche geschlossenen Umläufe machen, 


IE 
dass y in &°y übergeht, während die übrigen Coefficienten 
in (1) ungeändert bleiben, so erfüllt, wenn die durch die 
Substitution ( #,) hervorgerufenen Veränderungen durch den 


oberen Index ® angezeigt werden, 


A: N1og v,® ze log v,® + B S = = )log a) 
mit den entsprechenden ergänzenden Elementen dieses Integral- 
systems die Gleichung 

d 2,9 

Ya Fehr 4 Fanza 

Dann aber muss 
(47) erh — Ez, 
ein Integralelement des reducierten Systems sein und als 
solches wegen der für das letztere gemachten Annahme gleich 
einer Uonstanten ww” sein 


(48), = A, |log v,@9 — &°? log v, — ” (log 0,9 — €? log 0.) 
23 


— (& g — a) (1og v,@0 — &° log »))- w® . 


Um nun hieraus die gesuchte Gleichung für & herzuleiten, 
fassen wir 
3 3 3 
Da uw 0 7) 0,805 


als algebraische Funktionen von v, auf — wie Ähnliches zur 
Herleitung der Gleichungen (37) und (42) geschehen ist — 
und lassen v; so oft den Nullpunkt umkreisen, bis die ge- 
nannten Funktionen ihre Ausgangswerte wieder angenommen 
haben. Dabei mögen 


logv,, log», logv,, logv®, logv,®, log v,®@ 
um 
k2ni,. Kant,“ ks2ni, SM2ri,,. My2ni, WU 


zugenommen haben, und zwar sind die Zahlen k,, %,, k, die- 
selben wie in Gleichung (37) und (42), indem wir uns vor- 
stellen, dass schon oben ein solches Multiplum der lediglich 
zur Herleitung von (37) und (42) erforderlich gewesenen Um- 
läufe ausgeführt wurde, dass die Anzahl jener Umkreisungen 


BEE 1, 
auch hier genügt. Dann folgt, wenn von der neu entstehen- 
den Gleichung die Gleichung (48) subtrahiert und gleichzeitig 
durch 4,2 dividiert wird, 
(49) her) + ee) (nr) 0, 
oder 
(50) (M— Ek,) a; dy; — A; bi; (M, — E° k,) 
+ (ab: — a, b35) (M; — &k,)—0. 
Damit haben wir für & eine Gleichung mit ganzzahligen 
Üovefficienten gewonnen. Sie ist vom 6. Grade; es wird sich 
jedoch zeigen, dass der Coefficient von &° und &? verschwindet, 
dass dagegen der Coefficient von &* nicht verschwinden kann, 
so dass & einer biquadratischen ganzzahligen Gleichung ge- 
nügen muss. 
Der Coefficient von &° lautet: 


Er k,) Ga k,) (K, ka—ky K;) CHE 5 Rs) K k,) (X, kz er 3). 
nee kg) (—k;)(K, hs —k,Ks) Be 2 k,) (> k;) (Kak, gr k,Ks) 
=(K, R; x k, K,) (kak; —kyks) ze (Koks ZN hy K;) (kıkz Er kık,)—N. 

Der Coefficient von &° lautet: 
— kı |; (K, hy, — Rs K,) —ky(k, L, — L,k,)] 
+ %,[k, (X, Rh, —k, K;) — Ay (k, 1, — 4 k,)] 


AZ kz [A (Z, kz TU k, K;) FR kg (k, DL L, k;) 


—h, (K; hy — Ry Ks) 8 (Z; kr —k, L;)] 

— (ig 1, — Igk,)(k,k;—kıkz)+ (k, L;— L, Rs) (Kalk — k; k;) 

Az (Kıks—k, K,\Kyk AR, K,)+ Ks —Kı K)(k, K,—Kzk,)—0. 
Somit genügt & jedenfalls einer ganzzahligen, biquadra- 

tischen Gleichung, und es bleibt nun zu zeigen übrig, dass 

der Grad sich nicht weiter reducieren lässt, dass also der 

Coefficient von &® nicht verschwinden kann. Denn wäre dies 

der Fall, so genügte e als primitive u Einheitswurzel einer 

Gleichung 12 

(51) tat... ta +10, 

deren Grad m <4 wäre. Nun lehrt die Algebra, dass der 

Grad m sich als die Gauss’sche g-Funktion der Zahl u bestimmt 


(52) m—=p(u). 


ER 


Könnte nun m <4 also z. B. gleich 3 sein, so müsste 

p(u)—= 3 sein, was unmöglich ist*), woraus weiter folgen 
würde 
(53) m—g(u)<2. 
In diesem Falle genügte & einer quadratischen, ganzzahligen 
Gleichung und wäre somit rational, ein Fall, der eine Re- 
duktion der Anzahl der im Integralelement (35) vorkommen- 
den Logarithmen nach sich ziehen würde und daher einfach 
auszuschliessen ist. Wir finden: /st die Anzahl der im Inte- 
gralelement auftretenden Logarithmen 0 = 3, so bestimmt sich 
u aus der Gleichung 


(d4) p(u) — 4. 
Um die Lösungen zu finden, beachten wir, dass 


ee a 


p(u) = u re 
wenn a, db, c,... die in u enthaltenen Primzahlen bedeuten. 
[17 4 
DLR El ab Dot sr Banzza nu 


woraus sich für u leicht die Form erkieb 
(55) u = 28 5f'dr, 


wo a, ß, y ganze Zahlen — Null eingeschlossen — bedeuten. 
Um die Werte für die Exponenten zu ermitteln, beachten 
wir, dass sich p(u) auch schreiben lässt 


*) Dass p(w) nicht den Wert 3 haben kann, erkennt man direkt 
durch Anschreiben einiger p(u)-Werte unter gleichzeitiger Beachtung, 
dass p(u) mit wachsendem u selbst wächst; aber auch zahlentheore- 
tisch, wie folgt 

a—1b-—1 


Pla) — u Fu ae 
wenn die in u enthaltenen IR AE mit a, Db,... bezeichnet werden. 
ir er ah 5 Be 
Wäre g(u)=3, so folgt ET einer 
ganzen Zahl, woraus die Möglichkeiten entstehen 
a—l1=1|b-1=3 a=2|b=4 
oder 
a—1l1=3|b—-i-=1 a=4|b=2. 


Es müsste also u = 2 oder eine Potenz von 2 sein. Bestimmt man 
jetzt hiervon p(u), so zeigt sich, dass p(u) nicht = 3 sein kann, 


o(u)=(a — 1)art.(b — 1) H1.(e — 1) ce! 
oder 
2) u) ar). 2.) ek, 
woraus folgt 
(57) s3, Bsl, ysl 

Für den Fall, dass «= 3 und weiter 

| p(u) = 2° 3 dr 
ist, folgt aus 
plun2 (22a). year 

dass die Zahlen 3 und 4 in u nicht enthalten sein können, 
also ist 


te 
It «&=2 und u=2°3° 57, so ergiebt sich aus 
olR) = 2712, 7. (A. =, 
dass ß=1 und y=0 und somit 
ie 
yenne& — I und mw —2.-3%357° ist, so lehrt 
pP) (2.30-).4.5) 4, 
dass ß=0, y=1 
«E2lan er RAN 
Ist endlich &—=0 und u=3f57, so ist 
(u) = (2.39) .(4.577) 4, 
ünd folelich =0, y=1, also 
u—5. 


p(u) — 4 

hat die Lösungen 
(58) ae AR: 

Hat das lineare, nicht homogene Differentialgleichungssystem 
(1) ein Integralelement der Form 

2, —=A logv, +4 logw +4, log v5, 

so muss unter den bekannten Bedingungen w dieWerte 5, 8, 10, 12 
besitzen, und nur in diesem Falle kann für (1) ein aus drei 
Logarithmen linear zusammengesetztes Integralelement existieren. 


D. h. die Gleichung 


e m 4, 
Es besitze das Differentialgleichungssystem (1) 
de; N : E 
(59) =D Vas 28 + Ye; we 
A 


ein Integralsystem, in welchem ein Element — also im all- 
gemeinen auch die ergänzenden Elemente — sich linear aus 
4 Logarithmen algebraischer Funktionen zusammensetzt 


4 
(60) 2— D Alogv,—A,logv, +4,logr;-+4,logn, + A,logr; . 
1 


Um die Werte von u zu ermitteln, welches im Grade 
der Definitionsgleichung von y vorkommt, lassen wir x solche 
geschlossenen Umläufe machen, dass y in &y übergeht, wäh- 
rend die andern Üoefficienten F,,,--- Yr„ in (1) intakt bleiben; 
dann erfüllt, wenn wir die frühere Bezeichnungsweise bei- 
behalten, 


4 
(61) 29 =D! 4; log »,@ 
1 


mit den entsprechenden Werten der ergänzenden "Elemente 


die Gleichung 


e) z 
=2 Ya” + ey , 
1 
und folglich muss 
(62) er —eEz 


ein Integralelement des reducierten Systems sein. Wegen der 
für das letztere gemachten Annahme muss sich &,® als eine 
Constante, die wir mit w,® bezeichnen wollen, ergeben 


4 
(63) KE2e, — DA; (log v,;® — elogv,)=wM. 
a 


Fassen wir hierin v,®, v,, v,, v, als algebraische Funk- 
tionen von v, auf, so ergiebt sich, wenn v, so oft den Null- 
punkt umkreist, bis jene Funktionen ihren Ausgangswert 
wieder annehmen, eine Gleichung, welche, um die letzte 
Gleichung (63) vermindert, zu der Relation 


RT N Pe 


(64) Dina en) 0 


führt, worin die ganzen Zahlen X;, %; die Coefficienten der 
Multipla von 2xi bedeuten, um welche bei den obigen Um- 
kreisungen die Logarithmen zugenommen haben. Aus (64) 
ergiebt sich | 


a K,—ek, K,—ek, K,— ek, 
(65) uZ A K,-eh, TER Seh AN OR En 
oder kurz 
A ey er ar ae 
(66) A, En a, 2, 3q,? 


wenn zur Abkürzung 
(67) K—ch=4; 
gesetzt wird. 
Das Integralelement (60) nimmt nun die Form an 


3 
a, 
(68) 2 2 A; |10g v;— En log | 


Behufs Elimination eines ferneren Üoefficienten lassen 
wir x solche geschlossenen Umläufe machen, dass y in ey 
übergeht, während die andern Coefficienten des Systems (1) 
ungeändert bleiben; dann erfüllt, wenn die durch die Sub- 


stitution (3) entstehenden Veränderungen durch den oberen 


Index ® bezeichnet werden, 


3 
(69) a => 4; [log v,” — = log 7 
ae 


mit den ergänzenden Elementen dieses Integralsystems die 


Gleichung 
@) z 
er — > Yes” + Ey, 
2 
woraus folgt, dass 
(70) he 
ein Integralelement des reducierten Systems. und daher ge- 


mäss der gemachten Annahme gleich einer ÜUonstanten w® 
sein muss 


ann 


3 
. a, a. 
(EA — >: 4: |1ogn.®—e*log v— logv,®+,, elogn,| =wa. 
1 


Fassen wir in dieser Gleichung wieder », als die Variabele 
und v9, v,, v5, v, als algebraische Funktionen von v, auf, 
so können wir v, so oft den Nullpunkt umkreisen lassen, 
bis die genannten Funktionen zu ihrem Ausgangswert zurück- 
kehren. Nimmt hierbei log v,® um Z;2xi zu, so ergiebt 
sich die Gleichung 


3 
a. en 
(72) A; ki ek; —- L,+ ek = 
r 04 a, 


‘oder wenn der Nenner fortgeschafft und nach & geordnet wird, 
AlE(Kk,—kK)telklL—Lk)+(Läı—Ä,L,)) 
(3-44 1 Ek)tElsuLaR Be 

AK —ksKy)+ &(ksL,— Lk) LK K,la)) =0, 


oder wenn für die Klammern kurz b;, gesetzt wird, 


i4 . 
4; ba = As VER re A; Das En 0, 


woraus folgt 
b,, 


b 
A A Fer 29,’ 


wodurch das Integralelement (68) die Form annimmt 


b b 
aA Ilogr, — „log, — ;,, 108 v, + et log | 


+4, |1og v— log Yy— =” log v,; any: Er = „log | 
oder 
bis B bi 1 
bs —A, [log Li SSiE: logv;, + F Br a) log | 
(74) | : gr 
| +4, log 2 — logo, + (age — 2) log Me 


Um nun 4A, zu eliminieren, lassen wir x solche ge. 
schlossenen Umläufe machen, dass y in &°y übergeht, während 
die übrigen Coefficienten des Systems (1) ungeändert bleiben. 


Dann erfüllt, wenn die durch die Substitution ki. hervor- 


gerufenen Veränderungen durch den oberen Index ® bezeichnet 


Eee 


werden, 2,® mit den ergänzenden Elementen des Integral- 
systems die Gleichung 


d® S 
Da + ey, 
1 


und somit 
(75) ze — Ez, 


die Gleichung 
dz,° 5 ; 
= = Y320, 


woraus folgt, dass 8% gleich einer Constanten w® sein muss 


A, [108 v9 — e?log v, — a (1og v,® — &?log vs) 
34 


Ag a ( (8) 3 
+ (2 De log v,® — &?log 2) 


(16) 
+4, | log v,9 — &? log v,— 1 (log v,® — &° log 2) 
an & os (1og v,®— &?log v,) — w®. 


Betrachten wir in dieser Gleichung v;®, v,, v,, v, als 
algebraische Funktionen von v,, und lassen wir v, so oft den 
Nullpunkt umkreisen, bis die genannten Funktionen zu ihrem 
Ausgangswerte zurückkehren, — die Anzahl der hierzu er- 
forderlichen Umkreisungen wird mit Berücksichtigung des 
oben S. 21 Gesagten so gross sein, dass nunmehr v,, v,, v5, 
vd, v9, v9 zu ihrem Ausgangswerte zurückkehren, und 
diese Anzahl von Umkreisungen haben wir uns schon oben 
ausgeführt zu denken, damit die %,-Grössen hier wie oben 
denselben Wert haben — so ergiebt sich, wenn log v,® um 
M,;2zi zunimmt, folgende Relation, die in e scheinbar vom 
6" Grade ist 


Be. 


A{M,aybz, — Mya,bu + Mı(az bi — a b;,) 
(77) — Ebu(Kıks —Kık,) + Ebuu(Kıkz —Kzk,)) 
+4 {M; a, b3u — M;a,bz, + Mılaz br, — 4, bz4) 
— bu (Kıks—Kzk,) + bu (Kykz —Kzk,)}—0, 
oder wenn die Klammern kurz mit c,, und c,, bezeichnet 
werden, 


(78) A cat Acı=0, 


woraus folgt 
(79) rege u, 
24 


so dass das Integralelement (74) die Form annimmt 


2, —=4, [og „— log, + (3 en = log v, 
(54 34 C24 34 


+ (Eu ou = a#\log | 
x gv\- 
a, b;, Q Cya 0 By, Os 694 J 


Um aus dieser Integralform, die nur noch die eine Con- 
stante A, enthält, die gesuchte Gleichung für & herzuleiten, 
lassen wir x solche geschlossenen Umläufe machen, dass y 
in &'y übergeht — wobei also die Annahme gemacht werden 
muss, dass u>4 ist —, dann erfüllt, wenn wir in der früheren 
Bezeichnungsweise fortfahren, 2,” mit den ergänzenden Ele- 
menten des Integralsystems die Gleichung 


Ei} 


[ 
ee) 
(80) | 

( 


dz,® = 
1 


und 
(81) Er — > RR &* = ww 


die Gleichung 
N 
da, ® 
Dre, 
1 


woraus dann weiter folgt, dass w® eine Öonstante sein muss. 

Fassen wir endlich in der Gleichung (81) die Grössen 
v®, v,, %g, d%, als algebraische Funktionen von v, auf, so 
können wir v, so oft den Nullpunkt umkreisen lassen, bis 
jene Funktionen zu ihrem Ausgangswerte zurückkehren, wo- 


a De, 
ei er 2 
x 


er 


ZERRS TEE 


bei log v,® um N;2xi zunehmen mag*). Wenn dann von 
der so entstehenden Gleichung die Gleichung (81) subtrahiert 
wird, so folgt, indem wir gleichzeitig durch A,2ri dividieren, 
die Relation 

Be Rt BIER bs4 Ca bii 4]. 
ME — © re =) (m &%,) 


D54 094 


ee aa a) (m x,) ABIT, 


a,b;, 47 694 @, dz4 Ay 694 


oder 
| ER 2 
4 
+95, —E kyagb a Ab, N, + &*kya, ba, 


(8) 


— a,b, N, + Et Rgagbz, + 0,6, 1, — ERsaybar) _ 
— Azb,, N, + &* kyazba + 43b,N, — ka, by) 
oder indem wir für c,,, ©, Ihre Werte einsetzen, 

a, b3, M; — a,b;, M;+ (a3 b2, — a, b,,)M, 
— (Kulks — Kalk) bzu&? u Ks — Ey kı) Deu &® 


Se 


= eu) 


x 


+ 43 5,1; dus & er & 


4, db, N — aybaıkı & — a,b, N; + a,b,,Kkı® 1 
‚| 


— (K,k,— Kık)by® + (Kıkz — Kzkı) bu 
Er u Dan Va A Danke "+ 4buN; — Aybay, kz &* 
— 43 Day N, + Ay bay ky &t 4 a; da, Na — Ay bay kye® 1 


| 
| 
j 
| 


| 
| 
a4 b3, M, — a,b, M; + (a; b,,— a b;,) M, 
+| 


Um in der späteren Rechnung die Teile der Gleichung 
leichter nennen zu können, seien für die Klammern bez. I, T', 
II, II’ gesetzt, so dass in diesen Zeichen die Gleichung lautet 


(84) a. 


Damit haben wir für die u‘ primitive Einheitswurzel & eine 
Gleichung mit ganzzahligen Üoefficienten erhalten, aus der 


*) Zurückgreifend und zusammenfassend können wir nunmehr 
sagen: wir denken uns jedesmal, so oft der hier vorliegende Schluss 
gemacht wird, dass v, so oft den Nullpunkt umkreist, bis ®,, ®%,, ds, 
v®, v,@, v,@, v,® zu ihren Ausgangswerten zurückkehren. Die An- 
zahl dieser Umkreisungen genügt in jedem Falle. 


sich jetzt leicht die Werte für u ergeben. Zunächst erkennt 
man, dass die Gleichung vom 12» Grade ist, und es mag 
bemerkt sein, dass wenn wir 8.34 bei Aufstellung der Glei- 
chung (77) nicht schon eine Vereinfachung vollzogen hätten, 
hier eine Gleichung 13%" Grades aufgetreten wäre, von der 
wir aber sofort (vgl. S. 28) hätten sagen können, dass das 
Glied mit &'° wegfallen muss, weil für p(u) der Wert 13 
unmöglich ist*). Der Grad der Gleichung ist daher eine der 
Zahlen aus der Reihe 1 bis 12, von denen jedoch die Zahlen 
11, 9, 7, 5, 3, 2, 1 zu streichen sind (Eigenschaft der @- 
Funktion, Annahme S. 34). 

Wir werden nun sehen, dass die Gleichung vom 8” 
Grade ist. Bei dem Nachweise der Reduktion der Gleichung 
brauchen wir uns nur mit dem Produkt I. I’ zu beschäftigen, 
denn was von I.I’ gilt, gilt wegen der symmetrischen Form 
auch von II. II”. 

Fassen wir zunächst das Glied mit 2? auf; dasselbe 
rührt her aus der Multiplication des Gliedes mit e° in I mit 
dem Gliede &° in I”. 

Aber der Üoefficient von &° in I lautet 


© in I || — (Kyk,— K,k,)(K,k,— Kyk;) 
+ Kk—K;k) Krk, — Kık) =. 
Der Coefficient von &'! muss, wie schon oben bemerkt, ver- 


schwinden, weil p(u) nicht den Wert 11 annehmen kann. 
Das Glied mit e’’ rührt aus folgenden Zusammenstellungen her 


1:21:.T- 

&® | € (verschwindet) 
& | &° (verschwindet) 
e® , € (verschwindet). 


eine) (A, ky— Kıks) (k,k, — kık,) 
nn Le K,k)kıkı — kık)—=0. 


*) In der jetzigen Form besitzt die Gleichung 1572 Glieder, ohne 
jene Vereinfachung hätte sie 2028 Glieder gehabt. 


RENT auge: 


EmI | - AK, — Kk)+hk (Lk —k,L,) 
ar Kykz (X, en K, k,) Ss kz ky (Lık, Far ky L,) 
— Kk, (Kıky — Kık) + Rakı (L,k,—k,L,) 
ar K, k; (X, hy Br K, Rz) 3% k, hy (Z, hz Er hy L;) 
BE (X; ky—K, Rz) (K, k,— K,kı) 
+ (K, kı — #4; k,) (K, k,—K,k)=d. 

e’ in I || verschwindet s, oben. 

Der Coefficient von s’ muss wieder selbstverständlich 


verschwinden. Untersuchen wir das Glied mit &°. Dasselbe 
rührt aus folgenden Zusammenstellungen her 


I E 

€ e' (verschwindet) 

& & (verschwindet) 

&® | e? (verschwindet nicht) 
ei e* (verschwindet) 

e €’ (verschwindet), 


von denen wir die dritte zuletzt betrachten wollen. 


“ in T’ || verschwindet s. oben 


& 


° in T’ || verschwindet s. oben 
mIl|-(&,K,— Krk) (KK, —k;K,) 
+, K,—K; k,) (K, ky — K,k,)—=0 


e in I || verschwindet s. oben. 


9 


en 


In der Zusammenstellung &° aus I und e°’ aus I’ kann 
der Coefficient des zuerst genannten Gliedes im allgemeinen 
nicht verschwinden; der des zuletzt genannten Gliedes lautet 


ml „AA H KL) -ERGL- Lk) 
— hy hy (Z, AR K, L,) ar k; K, (A L; 1, L, k,) 
ir h; k, (Z, Are K, L,) Nee Kz hy (k, L, En L, k,) 
2 k k, (2; Ne Kz L,) Ar K, ky (kz L, se} L; k,) 
vErR (K, kı—K, K,) (Ks Li — 4; k,) 
ar (kz er Kz k,) (k, De L k,) : 


Der erhaltene Ausdruck wird im allgemeinen nicht ver- 


a ne 


schwinden, da er sonst eine Relation zwischen den in ıhm 
enthaltenen Grössen ausdrücken würde®). Somit wird im 
allgemeinen die obige Gleichung für & vom 8'" Grade sein, 
so dass sich u aus der Gleichung 


(85) p(u) = 8 
bestimmt. | 

Bedeuten a, b, c, d,... die in u enthaltenen Primzahlen, 
hat also u die Form 
(86) RK 
so dass 

a—1b—-1 c—i d-—1i 
ln) EU 

ist, so ergiebt sich aus 

u 38 Br I EI 
bed... Ga ODE dm 
(87) Rn 23,500 


woraus sich mit Beachtung der Gleichung 


P(u)—la "a —1)) (EB) c—1)) (a (a1) 


(28) = RB ZUDER A IE 

folgende Zusammenstellungen herleiten 

a—2,a—4 — — - ua ars 

N 25 (een 

A 20-20 — er - online 

VER VE An — u=2.3.5= 

o—=2,. blu ann ne d=9,d=1lıu=2.I — 

elle — eb 
VI u — _ di o— Lu =, 


*) Wir haben oben aus der Eigenschaft der p- Funktion auf das 
Nullwerden der Glieder mit s!! und e°? geschlossen. Würden diese 
Glieder nicht identisch verschwinden, so würden ihre Coefficienten — 
da sie nach der Eigenschaft der 9-Funktion doch Null sein müssen — 
zu Relationen zwischen den %k-, K-, L-Grössen führen, Relationen, die 
dann vielleicht Schlüsse für den Coeffieienten von s° in I’ erlauben 
würden. Aber man erkennt unmittelbar, genau wie oben, dass der 
Coefäcient von &!! und e? identisch verschwindet. 


Also: 
(89) u = 8, 9, 15, 18, 20, 24, 30. 
Wir finden: | 


Setzt sich ein Element eines Integralsysiems -— also im all- 
gemeinen auch die ergänzenden Elemente desselben — für das 
Differentialgleichungssystem (1) 


d« 2 P Papze + Yo, e=hı, 


WON Ya—ray ist und y durch eine Gleichung von der Form: 


yer + pi (& Pure -: Fan) YO + pay + — 0 


definiert ist, linear aus vier Logarithmen zusammen 


4 
a >: 4; log v;, 
1 


so muss unter den oben genannten Bedingungen u einen der 
Werte besitzen 
u==8,9,15,18, 20, 24,30, 


und nur in diesem Falle kann ein Integralelement der obigen 


Form existieren. 

In ganz derselben Weise behandelte ich noch den Fall 
o=5. Es ergab sich für & eine ganzzahlige Gleichung 
16‘ Grades, so dass sich u aus der Gleichung 


KO p(u) = 16 
bestimmte. Die Lösungen sind 
(91) u= 17, 27, 32, 34, 36, 40, 48, 54, 60. 


Die gewonnenen Resultate lassen sich in nachstehender 
Weise übersichtlich zusammenstellen : 


28 p(w) 

|| 1-9! 2 
2 | 2-21 — 9 
3 | de 2 — 2- 
ee 
 |b=- 2-9, 


Ar Far eier, 


woraus sich der folgende Zusammenhang zwischen og und u 
ergiebt: - 

Ist die Anzahl der im Integral auftretenden Logarithmen 
o, so bestimmt sich u aus der Gleichung 


(92) p(u) = 21. 


Diese Gleichung hat bis jetzt nur für e <5 Gültigkeit, 
da sie nur bis zu diesem Grenzwerte bewiesen ist. Sollte 
es gelingen, die Berechtigung der Anwendung des Schlusses 
„von n auf n + 1“ zu beweisen, so würde der Satz allgemein 
gelten, und wir finden unter diesem Vorbehalt dann den 
folgenden Satz: 


Hat das Differentialgleichungssystem 
dz, \ 
EM Yaz Ya; e=|, 
1 


WIM YaZTaYy, ra eine rationale Funktion von V1,--: Fan; 
und y durch eine Gleichung von der Form 


vr + 9 (la Parr--- Ian) yeDe ++ 90@, Pan: Dan) 0 


definiert ist, ein Integralelement, das sich linear aus o Loga- 
rithmen zusammensetzt 


2, ES log V;, 
1 


— woraus dann im allgemeinen ein ähnlicher linearer Ausdruck 
für die ergänzenden Elemente des simultanen Integralsystems 
folgt, — so besteht, falls das zugehörige reducierte Differential- 
gleichungssystem keine logarithmischen Integrale besitzt, zwischen 
o und u der Zusammenhang 


plu) = tt, 
wo p(w) die Gauss’sche p- Funktion der Zahl w bedeutet. 


Logarithmische Integrale, in denen die Coeffieienten 
algebraische Funktionen sind. 


Wir haben uns bis jetzt mit Integralen von der Form 
= Algv +4lgw+:+4,logv, 
beschäftigt, wobei die Coefficienten der Logarithmen constante 
Grössen waren. Lassen wir jetzt diese Beschränkung fallen *), 


und wenden wir uns zu simultanen Integralsystemen, in 
welchen ein Element die Form hat | 


z3=urwulogv +1 10ogv-+ + u,10g vo, 


worin die u- und v-Grössen algebraische Funktionen sind, 
definiert durch algebraische, mit Adjungierung der Coeffieienten 
&, Yap,Ya des Differentialgleichungssystems irreduktible Glei- 
chungen. 

Für den Fall, dass die Coefficienten der Logarithmen 
algebraisch rationale, also eindeutige Funktionen der genannten 
Grössen sind, lässt sich genau wie ım Falle der constanten 
Coefficienten zeigen, dass dann auch noch ein anderes Inte- 
gralelement existieren muss, in welchem die Logarıthmanden 
sich rational durch die Coefficienten des vorgelegten Diffe- 
rentialgleichungssystems ausdrücken lassen“). 

Machen wir aber die eben erwähnte Annahme nicht, 
habe also ein Element — und somit im allgemeinen auch 
die ergänzenden Elemente — eines Integralsystems die obige 
Form, worin die v- und v-Grössen algebraische Funktionen 
sind, definiert durch algebraische, mit Adjungierung der Coeffi- 
cienten des vorgelegten Systems irreduktible Gleichungen, so 
entsteht die Frage: „Welches ist in diesem Falle die Form 
der algebraischen Funktionen « und v?“ 

Diese Frage soll im Folgenden für einige Werte von o 
gelöst werden. 


*) Ebenso werden wir auch bald die den Grössen y, auferlegte 
Beschränkung fallen lassen. 
*#) Koenigsberger, Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen 
S. 300. 


e@ —— 1 
Es sei wieder das bekannte Differentialgleichungssystem 
vorgelegt 


de Pk az rer 


da. 
a) 42 Fat rt F2%3 + tanzt % 


dz, 

re Par Te Ime2s tr: Yan dee 
worin x die unabhängige, z,, 2,,...2„ die abhängigen Va- 
viabelen bedeuten und — indem wir jetzt auch die früher 


für die Grössen y„ eingeführte Bedingung fallen lassen — 
Vr1s-:- Fan Yıy--- Yu algebraische irreduktible Funktionen 
von x sind. Es besitze (1) ein Element eines simultanen 
Integralsystems, das sich — also im allgemeinen auch die 
ergänzenden Elemente — linear aus einem Logarıthmus zu- 
sammensetzt, also die Form hat 

(2) z=urulov, 

worin u, u,, v; algebraische Funktionen, definiert durch alge- 
braische, mit Adjungierung von &, 1; --- Fan, Yı5 :-- Ym Irre- 
duktible Gleichungen, bedeuten. Nach dem Abdel’schen Satz“) 
können wir uns dann die Grössen u, u,, v, rational durch 
eine andre algebraische Funktion /, ausgedrückt denken, wo 
/, durch eine mit Adjungierung der Coefficienten in (1) eben- 
falls irreduktible Gleichung 

(3) + 9, Faß; Ya) ET. + ple, Voß, Ya) —0 
definiert ist. Sind die ö Lösungen der Gleichung (3) 4, %,...6, 
so können wir nach dem Koenigsberger’schen Satz**) « solche 
geschlossenen Umläufe machen lassen, welche ?, in eine andre 
Lösung, etwa /, überführen, während die Üoefficienten des 
Systems (1) ungeändert bleiben. Entspricht diesem t-Werte 
die Zusammenstellung 


984 
8.4 


RE 


(4) ud udn, ® 
so wird auch 
(5) 20 — ud + u,® log v,® 


ein Integralelement des vorgelegten Systems sein. Wenn 
nun entweder die Z-Gleichung linear ist, oder der Fall ein- 
tritt, dass für alle möglichen Umläufe des x, die irgend einen 
{-Wert in irgend einen andern /-Wert überführen, das neue 
u,® gleich dem früheren u, ist, so ist v, eine rationale sym- 
metrische Funktion der Lösungen der t-Gleichung und somit 
rational durch ihre Üoefficienten d. h. weiter rational durch 
die Coefficienten des Systems (1) ausdrückbar. Dann aber 
gilt der S.41 angeführte Satz, nach welchem noch ein anderes 
Integralelement von der Form 

(6) 2 =u-+t U, log V;*) 

existiert, worin auch F, eine rationale Funktion der Coeffi- 
cienten des Systems (1) ist. Schliessen wir diesen Fall aus, 
so muss es eine Beziehung (5) geben, in welcher u,® von w, 
verschieden ist. Aus (2) und (5) folgt, dass 2,9 — 2, ein 
Integralelement für das zugehörige reducierte System sein 
muss. Nehmen wir nun wieder an, dass dem letzteren kein 
logarithmisches Integral der obigen Form zukommt, so muss 
z2W — z gleich einer algebraischen Funktion w sein 


(7) ud — u+ u® logv® — u logv =w. 


Nach bekannter Schlussweise ergiebt sich dann, indem 
ein Logarithmand als die Variabele aufgefasst wird, während 
die andern Grössen als davon abhängige Funktionen gedacht 
werden, die Relation 

ku — kw=0 
oder 


(8) EEE 


Wenn aber das Verhältnis zweier Lösungen einer irreduk- 
tiblen Gleichung gleich einer rationalen Zahl ist, so muss 


*), Orelle'sches Journal Bd. 99 S. 36 fl. Koenigsberger, Lehrbuch 
der Theorie der Differentialgleichungen S. 301. 


u Ada 


diese gleich + 1 sein®). Der Fall + 1 ist aber von vorn- 
herein auszuschliessen, da aus u„® = u, im Verein mit der 
für die u,-Gleichung vorausgesetzten Irreduktibilität folgen 
würde, dass diese linear, also «, rational wäre, was auf den 
Satz S. 41 führen würde Es bleibt also nur übrig 


)) — — 
ua Eli, 


und man erkennt leicht, dass die Beziehung zwischen allen 
Lösungen der u-Gleichung bestehen muss für alle x Umläufe, 
die ein ? in einen anderen Lösungswert überführen“). Denn 
lassen wir wie bei der Herleitung der Gleichung (5) aus (2) 
x solche Umläufe machen, dass 7, in irgend ein anderes z, 
übergeht, und es entspreche diesem 4, die Zusammenstellung 


(9) ud u,® v®, 


so ergiebt sich wieder eine Beziehung von der Form 


un 
U, a k, ) 
woraus weiter folgt 
w=—u, 
und es wäre 
(10) uw9=u®. 


Wir kommen also wieder auf den früheren Wert «,®. Die 
u,-Grösse hat also die Eigenschaft, dass sie für alle «& Umläufe, 
die einen {-Wert in sämtliche Lösungen von (3) überführt, 
nur 2 Werte besitzt, die absolut genommen gleich, dem Vor- 
zeichen nach entgegengesetzt sind. Bilden wir das Produkt 
der beiden u,-Werte, so ist dieses eine rationale symmetrische 
Funktion der Lösungen der Gleichung (3) und somit rational 
durch x, Yas,ya ausdrückbar. Daraus folgt, dass u, definiert 
sein muss durch eine Gleichung von der Form 


(11) uU a (%, Vaß; Ya); 


wo © eine rationale Funktion bedeutet. Wir finden: 
Besteht ein Integralelement der Form (2), so muss unter 


*, 8.3 und 16, 
**) Orelle'sches Journal Bd. 99 S. 44. 
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den bekannten Bedingungen u, entweder rational oder durch 
eine Gleichung der Form (11) definiert sein. 

_ Für den letzten Fall ist jetzt noch die Frage zu lösen: 
Welche Eigenschaft besitzt der Logarithmand v,? Denken 
wir uns die algebraischen Funktionen « und v, definiert durch 
algebraische Gleichungen, welche wir uns mit Adjungierung 
der Grössen &, Yas, ya und u, irreduktibel vorstellen wollen. 
Ist dann die v,-Gleichung vom ersten Grade, so wäre v, schon 
eine rationale Funktion der genannten Grössen; ist sie aber 
von einem höheren Grade, so lassen wir & solche geschlossenen 
Umläufe machen, dass v, in einen anderen Lösungswert seiner 
Gleichung übergeht, während F%s, Ya, u, ungeändert bleiben. 
Dann ist wie früher 


(12) 9 = u) + u, log v,®) 
wieder ein Integralelement, woraus folgt, dass 


(13) zu) — u-+ u log v® — u, logo, 
v0) 
Su ur wlos en —w 
ein Integralelement des reducierten Systems ist, und als 
solches der gemachten Annahme zufolge gleich einer alge- 
braischen Funktion ®&, die auch eine Constante sein kann. 
09) 


1 


Aus der letzten Gleichung folgt, dass -_— gleich einer Con- 


1 
stanten und dann weiter“) gleich einer u" Einheitswurzel 


ist, so dass die Definitionsgleichung für v, lautet 

(14) vie By mM... + D—=0. 
Setzen wir 

(15) v=P», oder »—YPM, 


so nimmt das Integralelement (2) jetzt die Form an 


(16) 2 =u+ u, log vn =u+nlgn, 


wo YF durch eine Gleichung desselben Charakters aber nie- 
deren Grades definiert ist, als es v, war. 


», 8,3, 


BACH. 
Gehen wir von der Gleichung (16) aus, und wenden wir 
dieselben Schlüsse wie oben an, ‘so ergiebt sich schliesslich, 
dass sich das Integralelement (2) in die Form setzen lässt 


(17) 4=u4+Z lg, 


wo W, durch eine lineare Gleichung vom Charakter der Glei- 
chung (14) definiert ist. Somit ist W, eine rationale Funktion 
der Coeffieienten des Differentialgleichungssystems (1) und 
der Grösse u,. Ordnen wir nach w,, so ergeben sich für 
den Logarithmanden, da 


(18) #7 +Vo(«, Vaß,Ya) 


ist, die beiden Ausdrücke 
(19) W=& (©, Voß; Ya) ve F(&, Vap, Y«) VolaVes, Ye) 
(20) W= Ra, Vas, Ya) — Fl, Vas, Ya) V@(&,Vas, Ye); 


wo 2 und F rationale Funktionen der in den Klammern 
stehenden Grössen bedeuten. Die algebraische Funktion W, 
besitzt also nur 2 Werte und muss somit Lösung einer qua- 
dratischen Gleichung sein, die wir jetzt aufstellen wollen. 
Zu dem Zwecke würde es genügen, in (19) und (20) die 
rechten Seiten links herüber zu bringen und beide Ausdrücke 
zu multiplicieren. Es lässt sich aber leicht zeigen, dass 
W,.W, — das ist das freie Glied in der gesuchten "Gleichung 
— constant ist. In dem Ausdruck (17), auf welchen sich das 
angenommene Integral (2) bringen liess, sind, da die «,- 
Gleichung die beiden Lösungen u, und — u, besitzt, zwei 
Integralformen enthalten. Der zweiten Lösung — u, ent- 
spricht als W,- Wert W,’, und als u-Wert möge u” entsprechen. 
Dann lauten die beiden Integralformen 


(21) z=u+7lgMm, 
(22) 2, —u — 7 log W',*) 


und da beide Integralelemente des Systems (1) sind,+so muss 


*) u’ ist dasjenige u, welches dem zweiten Wert von u,, also 
— Yo entspricht. 


Bee 
(23) 1 1 =u!) —u— 7 log WW =w: 


ein Integralelement des reducierten Systems sein, also w eine 
algebraische Funktion oder Constante bedeuten. Aus (23) 
folgt, dass W, W,' eine Constante ist, die mit c bezeichnet 
werden mag. Somit lautet also m der aufzustellenden W,- 
Gleichung das freie Glied ce. Da der Coeffieient der ersten 
Potenz von W, die Summe der beiden W,-Werte ist, so ist 
dieser nach (19) und (20) 22(x, Ya, Ya), und somit lautet 
die quadratische Gleichung für W, 


(24) W?— 29 (8, Faß Yy)Wte=0. 


Wir fügen noch eine Frage an: Es ist oben gezeigt, 
dass sich v, oder W, rational durch (x, Yas,Ys) ausdrücken 
lässt, wenn es u, thut. Kann sich v, auch rational durch 
&, Yag, Ya ausdrücken lassen, wenn «,, wie im vorliegenden 
Fall, sich nicht rational durch x, Vag, ya ausdrücken lässt? 

Aus (19) folgt 


W—-2=F.Yo 
oder VW —- 2” —=F.yo 
oder | VW-2W2 +8 = F.Vo 


oder mit Benutzung von (24) 
(25) V®—c=F.yYo. 


Wenn nun W, sich rational durch die Coefficienten 
%, Yag, ya ausdrücken lassen soll, so folgt aus (19) F—=0, 
da, wie (11) zeigt, © nicht Null sein kann. Die letzte Glei- 
chung sagt dann aus, dass 


VR—-c=0, A=Ye. 


Hieraus würde aber weiter mit Berücksichtigung der Gleichung 
(24) folgen, dass W, eine Constante wäre. 

Schliessen wir diesen Fall aus, so kann W, sich also 
nur dann rational durch x, Y2s, y. ausdrücken, wenn u, ratio- 
nal in diesen Grössen ist; ist aber «, rational in diesen 
Grössen, so ist es auch W.. 


a nn 


Wir können dasselbe Resultat auch in folgender Form 
erkennen. Fassen wir in dem Integralelement 


zz =u-+ u, logo, 


u und u, als Lösungen algebraischer Gleichungen auf, welche 
mit Adjungierung der Coefficienten des Systems (1) irreduk- 
tibel sind, und nehmen wir zu den adjungierten Grundgrössen 
noch v, hinzu. Dann lassen sich u und u, durch eine andre 
algebraische Grösse f ausdrücken, welche selbst die Lösung 
einer mit Adjungierung der genannten Grössen irreduktiblen 
Gleichung ist. Ist die {-Gleichung linear, so folgt, dass u 
und «, sich rational durch x, Ya, Ya, v, ausdrücken lassen. 
Ist die /-Gleichung nicht linear, so folgt, indem wir x einen 
solchen Umlauf machen lassen, dass ? in einen anderen 
Lösungswert übergeht, während die adjungierten Grössen 
ungeändert bleiben, dass dann auch 
z=u' + u logo, 

ein Integralelement des Systems (1) ist, sodass dem redu- 
cierten System 
ı —- zz =u"—u+l(u — u)logv = w 
als Integralelement zukommt, worin w der gemachten An- 
nahme nach eine algebraische Funktion bedeutet. Aus dieser 
Gleichung folgt aber, da wir den Fall, dass v, constant ist, 
ausschliessen können, dass 4, = u,. Stellen wir diese That- 
sache mit der für die u,-Gleichung vorausgesetzten Irreduk- 
tibilität zusammen, so folgt, dass die «,-Gleichung linear 
gewesen sein muss, dass also w, rational durch &, Vs, ya und 
v, ausdrückbar ist. Nun .sollte v, rational in den Üoeffi- 
cienten sein. Wir finden: 

Ist u, rational in den Coefficienten des Systems (1), so ist 
es auch v, und umgekehrt: ist v, rational in den Coefficienten, 
so muss es auch u, sein. 


Aus der obigen Gleichung folgt noch 
u—u=w, 


woraus sich unter der ferneren Annahme, dass dem redu- 
cierten System nur in x, Fa5, ya algebraisch rationale Inte- 


2 AO 


grale zukommen sollen, ergiebt, dass auch u sich rational 
durch x, Pas, ya darstellen lassen muss. 
Die Gleichung (23) lässt sich jetzt schreiben 


(26) W"—u— lgce=w, 


wo w ein algebraisches Integralelement des reducierten 
Systems ist. Hat das letztere nur algebraisch rationale Inte- 
gralelemente, so folgt wegen der für die v-Gleichung voraus- 
gesetzten Irreduktibilität aus 


ee u = rat. Fkt. 1, VB} Yay u,), 


dass auch u sich rational durch x, Y«g, Ya, u, ausdrücken 
lassen muss. Somit besitzt «u die beiden Ausdrücke 


Br pl, Faß, Ya) + U @, Faß, Ya) Vo (®, Vap; Ya) 
"= p (X, Faß, Ya) El (x; Yaßı Ya) Vo (z, Voß, Ya) 
und genügt der quadratischen Gleichung 


(28) — 2p(®, Vapı Ya; u,) u Tr D(z, Vaß, Ya, u)=0, 


wo 9, vd, ® algebraische rationale Funktionen bedeuten. 
Wir finden als Resultat: 
Hat das lineare, nicht homogene Differentialgleichungssystem 
(1) ein Integralelement, das sich — also im allgemeinen auch 
die ergänzenden Elemente dieses Integralsystems — aus einem Lo- 
garithmus zusammensetzt, also die Form hat 


29} z =u-+t u logv,, 

worin u, u,, v, algebraische Funktionen von x sind, so lässt 

sich dasselbe, unter der Voraussetzung, dass dem reducierten 

Differentialgleichungssysiem kein ähnliches Integral zukommt, in 

die Form setzen 

(30) le 0, looks, 

worin 
entweder U, und V, rationale Funktionen der Coefficienten 

des Systems (1) sind, und auch U denselben Charakter hat, 

wenn noch angenommen wird, dass das reducierte Differential- 

gleichungssystem nur in den Coefficienten von (1) algebraisch 

rationale Integrale besitzt, 


(27) 


4 


N 


oder U, und V, genügen zwei irreduktiblen quadratischen 
Gleichungen von der Form 
31) E zur. (&, Faß, Ya); 
v7 —28 (8, Yop,Y)Yı He=d, 
worin a und $& zwei rationale Funktionen sind, c eine Con- 


stante und V, eine rationale Funktion von x, Vaß, Ya, U, be- 
deutet, so dass das Integralelement lautet 


(32) " a Vo(«, Va Ye) log Ra, Vap, Ya) 

R F(e, Voß, Ya) Vo (®, Faß, Ye)} ’ 
worin F wieder eine rationale Funktion bedeutet. Für den 
Fall, dass dem reducierten System nur algebraisch rationale 
Integrale zukommen, genügt auch U einer quadralischen Glei- 


chung und, lässt sich darstellen als eine rationale Funktion von 
4, Voß; Ya, U]. 


o7=22, 


Der Fall, o=2, dass also zwei Logarıthmen im Inte- 
gralelement enthalten sind, ist von Herrn Prof. Koenigsberger 
in seinem neuesten Werke „Lehrbuch der Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen“ 8. 305ff. bereits für Systeme totaler Diffe- 
rentialgleichungen durchgeführt, und kann somit hier über- 
gangen werden. Wir behandeln zum Schluss noch den Fall 

=). 


e=»: 


Es sei wieder das System (1) vorgelegt und es setze 
sich ein Element eines Integralsystems — also im allgemeinen 
auch die ergänzenden Elemente dieses Integralsystems — aus 
drei Logarıthmen zusammen, es habe also die Form 


(33) z, =u-+t u, logv, + u, log v, + u, log v,, 

worin die v- und v-Grössen Lösungen algebraischer, mit Ad. 
jungierung der Coefficienten des Systems (1) irreduktiblen 
Gleichungen sind, und worin die drei Logarithmen unter 
einander nicht in einer linearen Beziehung mit algebraischen 
Üoefficienten stehen. Ebenso ist eine lineare homogene Rela- 


tion zwischen den Coefficienten der Logarithmen auszu- 
schliessen, da sonst eine Reduktion der Anzahl der ım Inte- 
gralelement (33) vorkommenden Logarithmen möglich wäre. 
Lassen wir x solche geschlossenen Umläufe machen, dass 
die Üoefficienten des Systems (1) in ihre früheren Werte 
zurückkehren*), so ist, wenn die hierbei eintretenden Ver- 
änderungen der übrigen Grössen mit dem Index ” bezeichnet 
werden, 
(34) 2 =u 4 u logv’ + u, log v,/ + u, log v,' 
auch ein Integralelement des Systems (1), und folglich 2,’— z, 
ein Integralelement des reducierten Systems, das sich aber 
infolge der für das letztere gemachten Annahme als eine 
algebraische Funktion w, die auch eine Constante sein kann, 
darstellt 


27 — z=ul—u-+ u, log v, — u, logv, + u, logv; — u, log v, 
+ u, logv,; — u,logv,—=w, 
oder wenn gesetzt wird 
wv—-u+tu=MW, 
(35) u, logv, — u, logv, + u, logv, — u, log v, 
+ u, log v; — u, logv, = W. 

Fassen wir in dieser Gleichung u,, u, v, %, Us, Ug, 
Vg, Yyg, Us, U, vd, und W als algebraische Funktionen von 
v, auf, die selbst als die Variabele gedacht werden mag, 
und lassen wir v, einen Umlauf um den Nullpunkt machen, 
so folgt nach Betrachtungen, wie sie früher so oft angestellt 
wurden, die Relation N 
36) Ku kutkw— hu tk —kwy—0, 
worin die k ganze Zahlen bedeuten und sicher k, von Null 
verschieden ist. Hieraus folst 


‚ Di: > k Katzen k, k 
(37) erh Ba A Ba at. 
so dass die Gleichung (35) die Form annimmt 


*) Vgl. die Schlussweise mit der Hülfsfunktion ? auf Grund des 
Abel’schen Satzes. 
4* 


’ ’ 


u, log —,,— u, log + u log Ua log —,, 
vr vr u ve 
en 
vr 
oder x 
v' ka 9» u a v A 
' 1 1 4 2 3 
(38) U, log DER — u] log Ma? + Us log pl — Ug los 
v5; v; Vz Vz; 
Teen 


3 


Aus der Gleichung (38) lässt sich nun der Charakter 
der Funktionen «,, w,, u, ermitteln. Dazu muss aber vorher 
noch zweierlei gezeigt werden: erstens, wir dürfen den letzten 
Be 

‚ ka 
3 
der letzte Logarıthmand variabel ist, so kann der erste und 


dritte Logarithmand nicht gleichzeitig constant sein. 
Angenommen, der letzte Logarithmand wäre eine Con- 
stante c 


(39) 2 —c. 
3 


Stehen aber zwei Lösungen einer irreduktiblen Gleichung in 
einer solchen Beziehung*), so muss entweder 


Logarithmanden als variabel voraussetzen; zweitens, wenn 


(40) ki ek, oder uk, = = ki; 
sein, d. h. 

(41) Dar cv ae)s oder eu, u N, 
und folglich 


42) 5 v;, =logc, + logv, oder 
y log v, = log ec, — log v,. 
*) Koenigsberger, Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen 
8. 308. 
*#) Diese Art der Beziehung hätten wir auch von vorn herein aus- 
schliessen können, denn hierin müsste c, eine ut® Einheitswurzel sein. 


Wird dann v,*—= V, gesetzt, so lässt sich schon im Integral (33) eine 


Änderung vornehmen, indem log V, an Stelle von a,log v, tritt. 


Eh 


Sehen wir von dieser Beziehung für einen Augenblick ab. 
Wenn der letzte Logarithmand in (38) constant ist, so 
wollen wir in (35) nicht v,', sondern v, als die Variabele 
und die übrigen Grössen als Funktionen von v, betrachten. 
Dann ergeben sich genau wie oben zwei Gleichungen, welche 
(36) und (38) entsprechen. In der neuen Gleichung (38) ist 


E entweder varıabel oder constant. 
2 


dann der Logarithmand = 
BR 

Im ersten Falle legen wir diese Gleichung der weiteren Be- 

trachtung zu Grunde, im zweiten Falle 'ergeben sich Bezieh- 


ungen, der Form (41) und (42) entsprechend, 


(41’) De 0 eoden u Ua ic, 
d. h. 

(10g v;, = log c, + logv, oder 
(42) Dan 2 

log v, = log c, — log vy. 

Dann können wir weiter in (35) v, als die Variabele 
betrachten, von. der die übrigen Grössen als Funktionen ab- 
hängen, und wieder wie oben zwei Gleichungen herleiten, 
die den BEN (36) und SL u Ist in der 


‚so legen 


wir diese Gleichung zu Grunde, ist er N constant, so 
folgen Beziehungen von der Form (41) und (42) 


(41”) DRS CHE Oder RO Ur 


folglich | 

(108 v, =logc, + logv, oder 

(42°) en a 
ogv, =logc, — logv,. 

Wären nun sämtliche in Frage stehenden Logarithmanden 
constant, so lautet der Ausdruck für z2,’— z,, der ja ein 
Integralelement des reducierten Systems sein muss, und der 
ferner infolge der für das reducierte System gemachten An- 
nahme sich als eine algebraische Funktion & oder als eine 
Constante darstellen lassen muss, 


er 
(43) 27 — 2, =u — u u, log e —+ u, logv, — u,logv, 
+ u, log 


+ u, log 


+ u, 10og 0, — u,logv, 


Ca 
6 


C ' ARE 
“| + 3 log, — ulogvy—w, 


3 
3 


woraus durch Zusammenfassung der algebraischen Teile folgt 
(44) (u, + u )logv, + (ut W) logo, + (+ u) log; —W 


Eine solche lineare Relation mit algebraischen Koeffi- 
cienten darf aber zwischen den drei Logarithmen nach unserer 
Annahme $. 50 nicht bestehen. Somit folgt 
(45) vw-tu; Wer werl. 


In diesen Gleichungen ist die erste Möglichkeit (mit 
den positiven Zeichen) von vorn herein auszuschliessen, und 
auch die zweite Möglichkeit (negative Zeichen) können wir 
ausschliessen, wenn wir annehmen, dass jener Windungspunkt 
von u, resp. u, und u,, bei dessen Umkreisung eben die ge- 
nannten Grössen in u, U, U, übergingen, nicht ein ein- 
facher ist, in welehem zwei entgegengesetzte Werte der 
Funktion sich vereinigen. Die durch diese Annahme hervor- 
gerufene Lücke ‘soll sogleich besonders behandelt werden. 
Wir finden: In der Gleichung (38) darf der letzte Logarith- 
mand variabel vorausgesetzt werden für solche geschlossenen 
Umläufe des x um einen Verzweigungspunkt von u, resp. Ug 
und u,, bei welchen die Coefficienten des Differentialgleichungs- 
systems (1) intakt bleiben. 

Füllen wir jetzt die obige Lücke aus. Die Gleichungen 
(44) und (45) enthalten keinen Widerspruch in sich, wenn 
die Definitionsgleichungen von w,, u, u, vom ersten Grade 
sind. Dann aber sind die genannten Funktionen rationale 
Funktionen der Coefficienten des Systems (1), und wir werden 
auf den Satz S. 41 geführt. Es besteht aber auch dann kein 
Widerspruch, wenn die Definitionsgleichung für u,, us, U; 
nur einfache Verzweigungspunkte mit absolut genommenen 
gleichen, dem Vorzeichen nach entgegengesetzten Werten 
besitzt. Dann aber folgt (wie auf S. 44), dass w,?, us, ug 


a 
eindeutige Funktionen sind, die sich rational durch die Coeffi- 
cienten des Systems (1) ausdrücken lassen 
u” = 0, (&, Yap, Ya) 
(46) U = 0; (&, Vap, Ya) 
U = 0; (%, Vos, Ya). 
Bleiben wir noch erlen Augenblick bei der Gleichung (38) 


stehen, um nach einer anderen Seite hin einige Bemerkungen 


’ 


anzuschliessen. Nehmen wir an, der letzte Logarıthmand 


sei constant und gleich c. Dann können wir, wie oben er- 
wähnt, zwei andre, der Gleichung (38) entsprechende Glei- 
chungen dadurch herleiten, dass wir vo, resp. v, als die 
Variabele betrachten. Seien dann auch die Logarıthmanden 
2, PR 


; constant, so dass wir zu folgenden Beziehungen 
ı 


und 


u ®, 


geführt werden 


4 [4 = 

Od, == 6,0, oder Vz, U; Cy 
(Ari — 6 oder (AS) nd, cc, 
Beer > 0der HERR, . 


Das Uonstantsein der oben genannten Logarithmanden 
kann bei dem einen auf die eine Art (47) der Beziehungen, 
bei den andern auf die andre Art (48) der Beziehungen 
zurückgehen. In den Beziehungen (47) müssen, wie Herr 
Prof. Koenigsberger bewiesen, C,, Ca, €, Constanten und zwar 
u, resp. u," und u, Einheitswurzeln sein, und v.(«=1, 2,3) 
durch eine Gleichung definiert sein, wie sie in der Einleitung 
S. 3 näher gekennzeichnet ist. Die zweite Art der Bezieh- 
ungen setzt als Definitionsgleichung für v„ eine Gleichung 
vom Charakter der reciproken Gleichungen voraus. Bleiben 
wir bei der ersten Art (47) der Beziehungen. Wird in der 
Definitionsgleichung für v« 


Un —— 


w—=»r, ode  uw=VV 


gesetzt, so tritt in dem Integral (33) an die Stelle von 


u x n 
u. log va der Ausdruck „log V., wo V„ durch eine Glei- 


chung desselben Charakters aber niedrigen Grades definiert 
ist, als es v„. war. Von dem Integralelement in dieser Form 
ausgehend, können wir dann die Gleichung (38) bilden. Zeigt 


k 


Va 
sich in der neuen Gleichung (38) der Logarithmand Zr 
constant und zwar auf Grund einer Beziehung von der Art 
(47), so können wir wie oben weiter schliessen. Dabei ge- 


langen wir endlich zu einem Logarithmanden Y,, der Lösung 
einer Gleichung ersten Grades, also eine rationale Funktion 
von X, Yas, Ya 1st. 


Denken wir uns die drei Gleichungen (38), und seien 
* 


die drei Logarithmen log 


—r, (@= 1, 2, 3) constant in- 
Dr & 


folge einer Beziehung der Art (47) [vgl. den Fall, dass die 
Grössen v, durch binomische Gleichungen z. B. definiert sind], 
dann könnten wir schon von vorn herein im Integralelement 
eine Änderung vornehmen. Bilden wir immer wieder eine 
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Ru 
Gleichung (38) und sei in derselben stets log ,‚ auf Grund 
De 


der Beziehung (47) constant, so ergiebt sich, dass sich das 
ursprüngliche Integralelement in die Form setzen lässt 


u, U u : 
u „0a De 


worin die Logarithmanden rationale Funktionen von x und 
den Üoefficienten des Systems (1) sind. 

Wir fragen: welchen Charakter haben die u,-, Us-, Ug- 
Grössen, wenn die Logarithmanden rational sind? 

Behufs Lösung dieser Frage fassen wir u, u, U, U, als 
Lösungen von vier algebraischen Gleichungen in & auf, welche 
mit Adjungierung von x, Y.s und y., wozu wir noch die Grössen 
dv), dg, d, hinzunehmen, irreduktibel sein mögen. Dann lässt 
sich nach dem Abel’schen Satze eine t-Grösse bilden, durch 
welche sich «, u, %,, u, rational ausdrücken lassen, und 
welche selbst die Lösung einer algebraischen Gleichung ist, 


a 


die wir gleichfalls mit Adjungierung von &, Yas, Ya, Vı, %g, ds 
irreduktibel annehmen dürfen. Ist die *-Gleichung vom ersten 
Grade, so folgt ohne weiteres, dass u, u, 4, u, rational in 
X, Yaß, Ya, U, Va, da, also auch rational in x, Vs, ya Sind. 
Ist die t-Gleichung von einem höheren Grade, so lassen wir 
x einen solchen geschlossenen Umlauf machen, der / in einen 
anderen Lösungswert überführt, während die adjungierten 
Grössen sich nicht ändern. Der neuen ?-Lösung mögen die 
Werte %, &,, %, %, entsprechen, dann ist auch 


= U + u, logv, + %, log v, + &, log v, 


ein Integralelement für (1) und folglich 2, — z, ein Integral- 
element des reducierten Systems Ä 


N 


a, —- zz =u—-u+ (a — u)logv + (a, — u,) log v, 
+ (u, — u,) log v, = w. 


Hat das reducierte System kein logarithmisches Integral- 
element dieser Form, so muss w eine algebraische Funktion 
(ev. Constante) sein, und folglich 


uU), uU U, U, = Us, 


woraus wegen der für die Definitionsgleichungen der u-Grössen 
vorausgesetzten Irreduktibilität folgt, dass die u-Grössen 
Lösungen von Gleichungen ersten Grades sind, also sich. ratio- 
nal durch die Coefficienten x, Yes, Ya, Vi, da, d%, ausdrücken 
lassen. Nun waren v,, v,, v, selbst rational in x, Yas, Ya, 
folglich sind auch die Coefficienten der Logarithmen rationale 
Funktionen der Coefficienten des Differentialgleichungssystems 
(1). Denselben rationalen Charakter hat auch im Integral- 
'element (33) das algebraische Glied «, wenn noch angenommen 
wird, dass das reducierte System nur in den Üoefficienten 
%, Ya, Ya algebraisch rationale Integralelemente besitzt. Dies 
erkennt man sofort, da eine irreduktible algebraische Glei- 
chung, von der zwei Lösungen « und @ in der Beziehung 


stehen, dass 
a=u+t w* 


ist, wo w eine rationale Grösse bedeutet, offenbar vom ersten 
Grade sein muss. 


Wir kehren zur Gleichung (38) zurück, um nun auch noch 
das Zweite (vgl. 8. 70) zu zeigen: nämlich, dass der erste 
und dritte Logarıthmand nicht gleichzeitig constant sein 
können, wenn, wie wir jetzt annehmen dürfen, der letzte 
Logarithmand variabel ist. Das ist aber unmittelbar zu sehen. 
Denn wären sie constant, so würde sich nach bekannter 
Schlussweise eine Relation von der Form 


(49) Kl t Molly T Mal; — V 


ergeben, die aber auszuschliessen ist, da sie eine Reduktion 
der Anzahl der im Integralelement enthaltenen Logarithmen 
nach sich ziehen würde. R 
Nunmehr wird es leicht sein, aus der Gleichung (38) 

die Eigenschaft der u-Funktionen zu ermitteln. Zu diesem 
Zwecke betrachten wir die einzelnen Logarıthmanden als 
algebraische Funktionen des letzten Logarithmanden, der 
selbst als die Variabele aufgefasst werden soll. Dann er- 
geben sich, wenn wir die Variabele zweimal den Nullpunkt 
umkreisen lassen, die beiden Gleichungen 

u iu + kw kw — huy=ß0, 
nn. ” 

MU — MU t Mg Ug — My ug — Met, = O0, 
worin sicher /, und m, ganze von Null verschiedene Zahlen 


bedeuten, ebenso ist mindestens ein Paar der Werte 5 
1 


oder 1) von Null verschieden*). Stellen wir mit diesen 
beiden Gleichungen die Gleichung (36) zusammen # 
ku — ku, 4 ku, — kous #; kyu; — ku;—0, 
so lassen sich hieraus x’, uy, us durch w,, u, u, ausrechnen 
& = PU + Py Us + Ps us 
(51) |: =4uutRUt 9 Us 
yernutrzut rt, U, 


worin p.., 9.., r‘.. rationale Zahlen bedeuten. 


*) Vgl. Koenigsberger, Lehrbuch der Theorie der Differential- 
gleichungen 8. 310. 


KERLE 


Kehren wir nun zu dem Integralelement (33) zurück, und 
lassen wir & noch einmal einen Umlauf machen, so ist auch 


(2) 3 =w+u logv” + u, logo, + u, logo; 
ein Integralelement des Systems (1). Wenn wir dann mit 


diesem Element genau so verfahren, wie mit z,', so ergiebt 
sich ein den Gleichungen (51) entsprechendes System 
„ 7 „ „ 
u =Pp WPD UHt Ps; % 
„ „ „ „ 
(53) u —=dh WHO U 4; Us 
„ 


[24 „ „ 
sw en tr WwWHr; u. 
Lassen wir jetzt & noch einmal einen Umlauf machen, so 
ergiebt sich das Integralelement 
(54) 2 =u"+ u” logv,” + u, logo; + u; logvy, 


das auf gleiche Weise wie oben zu den Gleichungen führt 


’ 


144 aid ‚ [774 
u =Pp WR Ust 93 15 
LAG „m sv m 
(55) „=, ut%k WR U 
ı; = 10a, -r Pass + Kanall, - 


Stellen wir jetzt in den Systemen (51), (53), (55) die 
ersten, resp. zweiten, resp. dritten Gleichungen zusammen, 
so folgt, indem wir jeweils zwei Grössen zwischen drei Glei- 
chungen eliminieren, 


ut re © u, — On u 1 3 RG 
(56) su tut u 


vr 4 ’ „ AG 
Us Sg Ust 53 Up Ss. Us, 


| 


worin die s-Grössen rationale Zahlen bedeuten, oder 


(57) CU = Ca Ur au 2. VE 3 Eu AN 0 


(e—=1, 2,3), worin die c-Grössen rationale ganze Zahlen 
bedeuten. Wir finden: 


Wenn u. durch eine algebraische Gleichung, welche mit 
Adjungierung der Coefficienten des Systems irreduktibel ist, defi- 
niert wird, so besteht für jeden Verzweigungspunkt, der mehr 
als ein einfacher ist, zwischen je vier auf einander folgenden 


er TON 


Elementen eines Cyclus eine lineare homogene Relation mit 
ganzzahligen Coefficienten. 

Nachdem die Eigenschaften der Funktionen u, u, u, 
ermittelt sind, bleibt uns jetzt nur noch übrig, die Eigen- 
schaften der Logarithmanden v,, v,, v, zu untersuchen. 

Fassen wir in dem Integralelement (33) 


2, =u-+ u, logv, + u, log v,—+ u, log v, 

die Grössen u, v,, ®%g, v, als algebraische Funktionen auf, 
definiert durch algebraische Gleichungen, welche mit Adjungie- 
rung der Grössen x, Y«3, Ya, %, Ug, U; Irreduktibel sein mögen. 
Dann können wir nach dem Abel’schen Satze u, v,, v,, v, mit 
Hülfe rationaler Funktionen der soeben genannten Grössen 
rational durch eine andre algebraische Funktion / ausdrücken, 
deren irreduktible Definitionsgleichung ebenfalls rational aus 
%, Vas, Ya, U, Ug, U, Zusammengesetzte Coefficienten besitzt. 
Lassen wir dann x einen solchen geschlossenen Umlauf 
machen, dass ? in einen anderen Lösungswert übergeht*), 
welchem die Zusammenstellung 


U 0, Veh Veh 
entsprechen mag, so ist auch 
(58) y=u+ulogv + u, logo, + u, logo, 
ein Integralelement des Systems (1), woraus folgt, dass, 


wenn das reducierte System der Annahme gemäss wieder 
kein logarithmisches Integral der obigen Form besitzt, 


(59) 7 — z=uW—u+tu, log + u,log- — u,log —w: 
1 2 3 


ist, wo w eine algebraische Funktion bedeutet. Hieraus er- 
giebt sich aber weiter, dass entweder sämtliche Logarithmen 
constant sein müssen, oder eine Relation der Form 


(60) u %, Up + su; — 0 
bestehen muss. Eine solche Beziehung ist aber sofort aus- 
zuschliessen, da sie eine Reduktion der Anzahl der Loga- 


*) Ist die t-Gleichung linear, so ist # rational durch &, Ya, Ya, 
%,,%,, %, ausdrückbar, und dann sind auch weiter schon «,, ®d,, %,, %z 
rational in diesen Grössen. 


Er FOR 


rithmen des Integralelementes nach sich ziehen würde. Wenn 
aber die Logarithmen constant sind, also 


DERR & OR! 5 Os 
(61) een one 00 an 


so müssen, wie früher gezeigt, die Constanten u‘ Einheits- 
wurzeln sein, und die Definitionsgleichung für v. muss die 
Form haben («= 1, 2,5) 


(62) loc + 9, (&, Pa) Yay ı, Ug, Us) vaTdia a 
+ 9, (@, Yaß, Ya, Ur, Us, s)—=0. 
Setzen wir 
(63) ve—V, oder ET, Da 


so ist Y, die Lösung einer Gleichung desselben Charakters 
aber niederen Grades, als es die Gleichung für v„ war. . Das 
Integralelement (33) nimmt jetzt die Form an 


(64) a=ut, log P, + ,. log Pr, + log Bst 


Legen wir jetzt das Integralelement in dieser Form zu 
Grunde, so finden wir nach derselben Schlussweise, dass sich 
(64) weiter in die Form setzen lässt 


(65) 4=ut log W, +», 108 W, + 7 los W,, 


wo M,; M,, M, ganze Zahlen bedeuten und W,, W,, W, die 
Lösungen dreier linearen Gleichungen sind, also rational 
durch die Coefficienten, d. h. durch &, Yas, Ya, U, Us, U, aus- 
drückbar sind. 

Lassen wir in (65) x wieder einen geschlossenen Umlauf 
machen, der in einen andern Lösungswert, etwa in t über- 
führt, so ist 
(66) !— z=uU"—-u=w 
ein Integralelement des reducierten Systems. Wird nun an- 
genommen, dass das reducierte System nur in den genannten 
Grössen algebraisch rationale Integrale besitzt, so folgt aus 
der letzten Gleichung mit Rücksicht auf die für die v-Glei- 
chung vorausgesetzte Irreduktibilität, dass dann auch u sich 
rational durch x&, Yes, Ya, U, Ug, u, ausdrücken lassen muss. 


N 


Die gefundenen Resultate lassen sich in den folgenden 
Satz zusammenfassen: 

Wenn für das lineare, nicht homogene Differentialgleichungs- 
system (1) ein Element eines Integralsystems sich linear aus 
drei algebraisch nicht von einander abhängigen Logarithmen 
zusammensetzt, also die Form hat 


3 =u+ulogv +wlogw-+ u,logv,, 
worin U, U, Ug, Us, di, Va, Vs algebraische Funktionen be- 
deuten, definiert durch algebraische, mit Adjungierung der Co- 
efficienten des Systems (1) irreduktible Gleichungen, so lässt 
sich dasselbe, wenn das zugehörige reducierte Differential- 
gleichungssystem kein ähnlich zusammengesetztes Integral besitzt, 
stets in die Form setzen: 


zz =U+D,lsPr, +T%,logV,+ D,1logV,;, 


worin 1) entweder U,, U,, U, sämtlich und dann auch V,, Vs, Vs 
rationale Funktionen der Coefficienten des Systems (1) sind, 
und auch U denselben Charakter hal, wenn noch angenommen 
wird, dass das reducierte System nur in den Coefficienten 
%, Vaß, Ya algebraisch rationale Integrale besitzt, 

oder 2) einige der Grössen U,, U,, U, in den Coefficienten 
von (1) rational sind, oder durch irreduktible Gleichungen von 


der Form 
Un — @a(t, Fas, Ya) 


definiert sind, wobei &,„ eine rationale Funktion bedeutet, 

oder 3) U,, U,, U, solchen mit Adjungierung der Coefficienten 
des Systems (1) irreduktiblen Gleichungen genügen, dass für 
jeden mehr als einfachen Verzweigungspunkt zwischen je vier 
auf einander folgenden Kklementen eines Cyclus eine lineare 
homogene Relation mit ganzzahligen Coefficienten „besteht. Im 
Jedem Falle lassen sich die Logarühmanden V,, V5, V;, rational 
durch die Ooefficienten und U,, U,, Ü, ausdrücken. 

Der Satz lässt sich auf beliebig viele im Integralelement 
vorkommende Logarithmen ausdehnen. 
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